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Introduction

Ce cours est consacré aux aspects multidimensionnels du risque. Je suppose donc que les aspects unidimen-
sionnels sont connus. Le probléme concerne alors la dépendance des facteurs. Pour cela, nous utiliserons les
copules qui sont un outil parfaitement adapté a ce type de problématique.

Pour des raisons de temps, il m’est difficile d’aborder de fagon exhaustive les différents sujets. De méme,
je considere qu’un cours théorique sur les copules n’a pas de sens. Il existe tellement de cours sur la gestion
des risques qui n’ont aucun lien (ou si peu) avec les applications professionnelles ou les futures applications
professionnelles. C’est pourquoi j’ai privilégié les aspects numériques (aspects qui sont souvent passés sous
silence, et qui sont pourtant essentiels pour un professionnel) en relation avec les applications financiéres.

- Les aspects mathématiques des copules sont
| présentés dans lexcellent ouvrage de NELSEN [1999].
a Roger Nelsen, qui est professeur de mathématiques
au département des sciences mathématiques de Lewis
& Clark College a Portland, est 'un des chercheurs
les plus intéressants dans ce champ de recherche. Le
cours s’inspire trés largement de son livre. Il
est difficile d’écrire quelque chose d’original sur le su-
jet. Néanmoins, par rapport & NELSEN [1999], j’adop-
terai une vision plus ‘historique’ du développement
des copules. C’est l'occasion de parler des gens qui
ont véritablement compter. Bien sur, j’évoquerai Abe
Sklar, Berthold Schweizer, Maurice Fréchet, Giorgio
Dall’Aglio, Christian Genest ou Roger Nelsen, mais
A aussi des noms moins connus (par les financiers qui
A travaillent sur les copules, mais ce sont tous de tres
grands statisticiens) : Wassily Hoeffding, Georges Ki-
Graphique 1. Roger Nelsen meldorf, Allan Samspson, Paul Deheuvels, Elwood Ol-
sen, William Darsow, Richard Vitale, etc.

Concernant les ouvrages/références que nous utiliserons en cours, je mentionne bien stir NELSEN [1999], mais
aussi JOE [1997] ainsi que HUTCHINSON et LAT [1990]. La plupart des applications financiéres sont issues des
travaux de recherche du Groupe de Recherche Opérationnelle (GRO, Crédit Lyonnais). Ils sont disponibles &
I’adresse internet :

http ://gro.creditlyonnais.fr/content/rd/home_copulas.htm



L’annexe E a été redigée avec la collaboration précieuse de Jean-Frédéric Jouanin. Nicolas Baud a participé a
la programmation des méthodes de Monte Carlo (chapitre 6) et a la rédaction du chapitre 8 sur la valeur en
risque.

Une partie du cours se déroule en salle informatique avec le logiciel GAUSS. Pour accéder & ’ensemble des
procédures, vous devez activer la bibliotheque COPULA avec l'instruction suivante :
library copula;

Certaines procédures font appel a la bibliotheque d’optimisation OPTMUM et a la bibliotheque MV T. Dans ce
cas, il est nécessaire de modifier la ligne de commande (la bibliotheque MVT est intégrée dans la bibliotheque

COPULA) :
library copula,optmum;

Les procédures de la bibliotheque COPULA sont dans le répertoire copula. Les programmes utilisés pour ces
notes de cours sont dans le répertoire gdrm. Ainsi, les fichiers chapl-*.prg correspondent aux programmes du
premier chapitre, les fichiers chap2-*.prg correspondent aux programmes du second chapitre, etc. Concernant
les annexes, les noms des programmes sont de la forme appl-*.prg, app2-*.prg, etc.
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Premiere partie

Copules et Dépendance Stochastique






1

Représentation canonique d’'une distribution de

probabilité multidimensionnelle

Le concept de copule a été introduit par Sklar en 1959
pour résoudre un probléme de probabilité énoncé par Mau-
rice Fréchet. A I'époque, Abe Sklar et Berthold Schwei-
zer travaillent sur les travaux de Karl Menger concernant
les espaces métriques aléatoires (Probabilistic Metric
Space ou PMS), qui sont une généralisation de lespace
métrique usuel introduit par Fréchet en 1906. Méme si les
copules occupent une place importante dans ’ccuvre de
Sklar et Schweizer, elles ne sont pas I'objet central de leurs
recherches. L’utilisation des copules par Sklar et Schwei-
zer est assez originale : elles interviennent pour résoudre
certains problemes et ne font pas 'objet véritablement
d’études appropriées.

Pendant de nombreuses années, les copules sont peu
(ou pas) utilisées en statistiques. Il y a les travaux sur
la dépendance de Kimeldorf et Sampson dans les années
1975 ou encore les recherches de Paul Deheuvels a la fin des
années 1970, mais il faut attendre le milieu des années 1980
pour que celles-ci fassent 1’objet d’une étude systématique
par quelques statisticiens. Le point de départ est bien
sur Darticle The joy of copulas de GENEST et MACKEY
[1986] publié dans The American Statistician. Suivront
de nombreux travaux de Christian Genest avec différents
co-auteurs (MacKey, Louis-Paul Rivest,...). Maintenant,
les copules sont un outil standard largement utilisé pour
étudier la dépendance, les modeles de survie, etc.

1.1 Théoreme de Sklar

Graphique 1.1. Berthold Schweizer

Une copule est un outil statistique relativement ancien introduit par SKLAR [1959].

Définition 1 Une copule bidimensionnelle (ou 2-copula) est une fonction C qui posséde les propriétés sui-

vantes :
1. Dom C = [0,1] x [0,1];

2. C(0,u) =C(u,0) =0 et C(u,1) = C(1,u) =u pour tout u dans [0,1] ;



3. C est 2-increasing :
C(’Ul,’Ug)—C(Ul,UQ)—C(U17U2)+C(U1,’UQ>ZO (1.1)

pour tout (uy,us) € [0,1)%, (v1,v2) € [0,1] tel que 0 <uy < vy <1 et 0<uy < vy < 1.

Cette définition veut dire que C est une distribution avec des marges uniformes. Soient U; et Us deux
variables aléatoires uniformes. Considérons le vecteur aléatoire U = (Uy, Us). Nous avons

C(ul,u2) :PY{Ul §u1,U2 S’UQ} (12)
Le support! de U est donc le carré unité [0, 1]2. La propriété C (0,u) = C (u,0) = 0 implique que
Pr{U, <0,Us < u} =Pr{U; <u,Us <0} =0 (1.3)

En anglais, on dit que C est une fonction grounded. Les marges de la distribution jointe sont des marges
uniformes. C doit donc vérifier la condition suivante :

Pr{U; <1,U; <u} =Pr{U; <u,Uy <1} =u (1.4)
Enfin, C est une distribution de probabilité, ce qui implique que
Pr{u; <U; <wv,us <Us <wy} = C(v1,v2) — C(v1,u2) — C(u1,v2) + C (ug,uz) >0 (1.5)
En anglais, la qualification de cette fonction est 2-increasing.
Remarque 1 Plus simplement, on dit que C est une distribution uniforme multidimensionnelle.

Exemple 1 [ est facile de montrer que C* (uy,us) = ujus est une fonction copule. Considérons uniquement
la propriété 2-increasing. Nous avons vy — ug > 0 et v1 > uy. Nous en déduisons que
vy (Vg —ug) > uy (Vg — u2) (1.6)
et
V102 + U1Us — U1V — ViU > 0 (1.7)

Soient Fy et Fo deux distributions de probabilité. Il est évident que C (F; (x1),F3 (x2)) définit une dis-
tribution de probabilité bidimensionnelle F (z1,z2) dont les marges sont données. En effet, nous savons que
U; = F; (X;) définit une transformation uniforme? (Probability Integral Transformation ou PIT). De plus, nous
vérifions que

C(F1(21),F2(c0)) = C(Fi(z1),1)

Les copules sont donc un outil trés puissant pour construire des distributions multidimensionnelles dont les
marges sont données (“Distributions with Given Marginals”).

SKLAR [1959] a prouvé un résultat encore plus intéressant :

Théoréme 1 Soit F une fonction de distribution bidimensionnelle dont les marges sont ¥y et Fo. Alors F
admet une représentation copule :

F(xl,.’lﬁg) :C(F1 (.’1?1)7F2 (332)) (1.10)

La copule C est unique si les marges sont continues. Sinon, seule la sous-copule est déterminée de fagcon unique
sur RanF; x RanFs.

1Dans ce cours, j’utilise parfois le terme ‘support’ de facon abusive pour désigner la notion ‘range’ en anglais.
280it U = F (X). Le support de U est évidemment [0, 1]. Et nous vérifions que la distribution de U est uniforme :

Pr{U<wu} = Pr{F(X)<u}
= Pr{X <F '(u)} (carF est une fonction croissante)
= F(F ')
= u (1.8)
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Ce théoreme est tres important, puisque nous pouvons associer a chaque distribution bidimensionnelle une
copule (qui peut étre unique). Nous avons donc une représentation canonique de la distribution : d’un coté,
nous avons les marges F; et Fy, c’est-a-dire les directions unidimensionnelles; d’un autre c6té, nous avons la
copule qui permet de relier ces marges, elle exprime la dépendance entre les directions unidimensionnelles.

Le théoreme de Sklar peut étre utilisé pour construire des fonctions copules a partir des distributions bidi-
mensionnelles.

Exemple 2 La distribution logistique bivariée de Gumbel est
F(r1,20) = (1+e % e %) (1.11)
définie sur R2. Nous pouvons montrer que les marges sont Fy (z1) = F (x1,00) = (1 + e’zl)_l et Fa (z2)

(1+ 67“’2)_1. Les fonctions quantiles sont donc F7* (u1) = Inuy —In (1 —uy) et Fot (ug) = Inug —In (1 — uy).
Nous en déduisons que la fonction copule est

C(uy,uz) = F (Ff1 (ug), F;l (Ug))
_ (1 n 1 ;1u1 n 1 ;:2)—1
= e (112
Cette copule est appelée la copule logistique de Gumbel (Gumbel Logistic copula).
1.2 Expression de la densité bidimensionnelle
Si la distribution bivariée est absolument continue, alors elle admet une densité et nous avons
f (w1, 02) = c¢(Fy(21) ,Fa (22)) X f1 (x1) X f2 (22) (1.13)
avec ¢ (u1,us) la densité de la copule C. Notons que la condition
C (v1,v2) — C (v1,u2) — C (u1,v2) + C (ug,uz) >0 (1.14)
est alors équivalente a la positivité de la densité
¢ (ug,uz) :8%2(3 (u1,u2) >0 (1.15)
lorsque celle-ci existe.
Exemple 3 Reprenons la copule logistique de Gumbel. L’expression de la densité est la suivante :
c(uy,ug) = 2uruz 3 (1.16)
(uy + ug — uyuz)
1l est alors facile de vérifier la propriété 2-increasing.
Exemple 4 Considérons la famille des copules Gumbel-Barnett :
C (u1,uz2;0) = ugug exp (—01Inwu; Inusy) (1.17)
Nous vérifions que
C(0,u;0) =C (u,0;6) =0 (1.18)
et
C(1,u;0) =C(u,1;0) =uexp(—flnulnl) =u (1.19)
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L’expression de la densité est (voir l’équation (7) de BARNETT [1980]) :
c(ur,u9;0) = (1—60— 6 (Inuy +Inus) + 6° Inwug Inuy) exp (—Inuy Inus) (1.20)
Pour prouver que C est une copule, nous devons prouver que

g(0) =0*Inu;Inuy — 0 (1 +1Inwu; +Inug) +1>0 (1.21)

pour tout (uy,up) dans [0,1]%. Il est facile de montrer que le minimum de g () est atteint lorsque uy et uy
tendent vers zéro. Dans ce cas, nous avons

lim 02 Inu;Inuy — 60 (1 +Inwuy +Inwuy) +1=0" (1.22)

up—0t us—0+

Code GAUSS 1 (Distribution et densité de la copule Gumbel-Barnett)

/*
*x> cdfCopulaGumbelBarnett
*k

*/

proc cdfCopulaGumbelBarnett(ul,u2,theta);

ul = miss(u1,0); u2 = miss(u2,0);

retp( ul .* u2 .* exp(-theta .x 1ln(ul) .* 1ln(u2)) );
endp;

/*
**> pdfCopulaGumbelBarnett
*k

*/

proc pdfCopulaGumbelBarnett(ul,u2,theta);
ul = miss(u1,0); u2 = miss(u2,0);
retp( (1 - theta - theta .* (1ln(ul) + 1n(u2)) + theta”2 .* In(ul) .* 1ln(u2)) .x*
exp(-theta .* In(ul) .* 1n(u2)) );
endp;

A partir de la relation (1.13), nous pouvons calculer I’expression de la densité de la copule. Nous avons

FET () Fy ' (u2))

c(u1,uz) = - - (1.23)
fi (F1 ! (u1>) X f2 (F2 ! (U2))
Nous obtenons une seconde représentation canonique, mais qui porte désormais sur les densités.
Exemple 5 La copule C* (u1,uz) = ujusy est la copule produit (Product copula). Nous avons
L _

¢ (ug,ug) =1 (1.24)

Nous en déduisons que toute distribution bidimensionnelle construite avec cette copule vérifie
f(x1,22) = fi(w1) X fa (22) (1.25)

La copule produit caractérise donc lindépendance entre deux variables aléatoires.

Pour certaines distributions bivariées, il n’existe pas d’expression analytique. C’est par exemple le cas de la
copule Normale. Nous avons

C (u1,up;p) = @ (@' (u1), 2" (u2);p) (1.26)
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Cependant, nous pouvons utiliser la relation (1.13) pour caractériser sa densité :

c(Fy(z1),Fy (22)) x

1 1
—————exp (—2 (x% + a2~ 2pm1x2)> =
2m\/1 — p2 2(1-p?)
1 ( 1 2) " 1 ( 1 2)
—€X — =T —€X — =T
o p 5t1 o P o2

(1.27)
d’ou
c¢(Fy(x1),Fa (22);p) = _ exp __t (23 + 23 — 2pm122) + 1 (23 + 23) (1.28)
1—p? 2(1—-p?) 2
Nous en déduisons que
¢ (u1,ug; p) = _ exp -t (23 + 23 — 2pzy20) + 1 (27 + 23) (1.29)
1—p? 2(1-p?) 2

avec 11 = F] ' (u1) et m3 = F5 ' (ug).
Code GAUSS 2 (Distribution et densité de la copule Normale)

/*
**x> cdfCopulaNormal2
* %

*/

proc cdfCopulaNormal2(ul,u2,rho);
retp( cdfbvn(cdfni(ul),cdfni(u2),rho) );
endp;

/*
**x> pdfCopulaNormal2
*k

*/

proc pdfCopulaNormal2(ul,u2,rho);
local x1,x2,x1_sqr,x2_sqr,rho_sqr;

x1 = cdfni(ul); x2 = cdfni(u2);
xl_sqr = x172; x2_sqr = x272;
rho_sqr = rho~2;

retp( exp(-0.5 ./ (1-rho_sqr) .* (xl_sqr + x2_sqr - 2*rho.*xl.*x2)) .*
exp(0.5 * (x1_sqr + x2_sqr)) ./ sqrt(i-rho_sqr) );
endp;

Remarque 2 La construction de modeéles multidimensionnels non gaussiens est trés (ou relativement) diffi-
cile. Par exemple, si nous prenons l'ouvrage classique de KOTZ, BALAKRISHNAN et JOHNSON [2000] sur les
distributions multivariées continues, nous avons trés peu de familles de probabilité (Ezponentielle, Gamma, Di-
richlet, Liowville, logistique, Pareto, Exponentielle naturelle). De plus, ces différentes distributions de probabilité
présentent 'inconvénient que les marges sont de méme type. Il n’est donc pas possible d’avoir une distribution
avec une marge gaussienne, une marge uniforme, une marge Pareto, etc. Les copules permettent de résoudre ce
probléme. Par exemple, nous représentons sur le graphique 1.2 une distribution bivariée dont les marges sont

une Inverse Gaussienne et une Beta. La copule correspond a une copule Normale présentant un tau de Kendall
égal a 1/2.
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Fy = 16(2,1.5) F, = Beta(2,2)

0.6 1.5
0.4 1.0
0.2 0.5
0.0 . . . . 00 . . . \
0 1 2 3 4 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X1 X2

% PDF of F(xq,xg) = C(Fy(x1),Fa(x2))

Graphique 1.2. Un exemple de distribution bivariée avec des marges données
1.3 Propriétés des fonctions copules

Avant d’aborder deux propriétés fondamentales des copules, considérons quelques exercices simples de pro-
babilité. Nous avons

Pr {Ul < uy,Uy > UQ} = Pr {Ul < ul} — PI‘{Ul <wuy,Us < ’U,z}
= wu; — C(up,uz) (1.30)
Pr{U; <u1,Us < us}
P < < =
I'{Ul S Uy | UQ ~ UQ} Pr {U2 S ’(1,2}
= Clunw) (1.31)
Uo '
PI‘{Ul S ’U,1,U2 > Ug}
Pr{lU; < U. =
H{U S| Uz > ) Pr{Us > us}
up — C(ug,uz)
= = — e 1.32
T (1.32)
PI‘{U1 > uq, Uy > Ug} = Pr {U1 > ul} — PI‘{Ul >y, Us < ’LLQ}
= 1—u —UQ+C(U1,UQ) (133)
Pr {Ul > uq, Uy > UQ}
Pr{lU; > Us > =
H{Ur > u [ U > ua} Pr{Us; > us}
11—y —
_ lmwzu+ Cluu,) (1.34)
1 — U3
La distribution conditionnelle a pour expression
Cij2 (u1,u2) = Pr{lUi <uy |Us=us}
B lim Pr{U; <wuj,us <Us < ug+ Au}
T Au—0t Pr{us < Us < ug + Au}
_ lim C (ul,ug + Au) - C (ul,u2)
Au—0+ Au
= 820(u1,u2) (135)
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A partir de la copule C, nous pouvons construire trois autres copules :

C(U1,U2) = U1—|—UQ—1+C(1—U1,1—’LL2)
C(up,u2) = wug+uz— C(uy,ug)
Cc* (Ul,UQ) = 1- C(l - u1,1 - ’LLQ) (136)

Les copules C, C et C* sont appelées respectivement la copule de survie (survival copula), la copule duale
(dual of the copula) et la co-copule (co-copula). Soient X; et Xo deux variables aléatoires. Les interprétations
probabilistes sont les suivantes :

Pr{X; <z1,Xs <2} = C(Fi(z1),Fa(x2))
Pr {Xl >z, Xg > .’L‘Q} = C (Sl (Il) ,So (ZL‘Q))
Pr{X; <z ou X, <xzy} = C(Fi(z1),Fs(z2))
Pr{X; >z ou Xy > a2} = C*"(S1(x1),S2(z2)) (1.37)

avec S () = 1 — F (z) la fonction de survie.

Nous énongons maintenant deux propriétés importantes :

Théoréme 2 Une copule C est uniformément continue sur son domaine. En particulier, nous avons

|C(U1,’U2)—C(U1,U2)| < |’l)1 —U1|+"02—U2| (138)
Théoréme 3 Les dérivées partielles 91C et 92C existent (presque strement) pour tout (ui,us) dans [0, 1]2.
Elles satisfont les conditions suivantes 0 < 01C (u1,uz) <1 et 0 < 9,C (ug,uz) < 1.

La preuve du premier théoréme est immédiate si on considere l'inégalité triangulaire (voir par exemple DE-
HEUVELS [1978] ou SCHWEIZER et SKLAR [1983]). La démonstration rigoureuse du second théoreme est plus
délicate (voir DARSOW, NGUYEN et OLSEN [1992] ou méme HOEFFDING [1940]).

1.4 Extension au cas multidimensionnel

Cette extension est immédiate. Par exemple, la décomposition canonique d’une distribution multivariée est
F(z1,...,2,) =C((F1(21),... ,Fy (zn)) (1.39)

On note Cg la sous-copule de C telle que les arguments n’appartenant pas a E valent 1. Prenons une copule
de dimension 4. Nous avons

Cl (.T) = C(I,l,l,l)
Cl2 ('r7y) = C(%%LU
0124 (x7y72) = C(%?/»LZ) (140)

Considérons deux copules C; et Cs de dimensions 2. A quelles conditions la fonction Cj (u1, Ca (us,ug))
définit-elle une copule? La question est naturelle puisque il semble logique de construire des copules de di-
mension supérieure avec des copules de dimension plus petite. La réponse est donnée dans les articles de
QUESADA MOLINA et RODRIGUEZ LALLENA [1994] et GENEST, QUESADA MOLINA et RODRIGUEZ LAL-
LENA [1995]. En fait, C; (u1,Csa (u2,us)) n’est pas une copule dans la plupart des cas (théoreme de 'im-
possibilité de GENEST, QUESADA MOLINA et RODRIGUEZ LALLENA [1995]). Prenons par exemple la copule
C~ (u1,u2) = max (u1 + ug — 1,0). Nous avons

C™ (u1,C (ug,u3)) = max(us + max (uz +uz —1,0) —1,0)
= max (u; + us +uz —2,0)
= C~ (ul,u2,u;),) (1.41)

C~ (u1,usg,u3) n’est pas une copule. Il convient donc d’étre prudent lorsque nous travaillons avec des dimensions
supérieures a 2, car certaines évidences sont trompeuses...
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1.5 Représentation graphique d’une copule

Afin de bien comprendre la structure de dépendance induite par une copule, nous pouvons faire une représentation
graphique. Considérons par exemple la copule Logistic Gumbel. Nous représentons la fonction C (u1,ug) sur le
graphique 1.3. Il n’est pas évident de comparer cette copule avec par exemple les copules C~, C+ et Ct du
graphique 2.2 (voir le chapitre suivant page 22). En général, un graphe 3D de w = C (uy, u3) ne permet pas une
interprétation intéressante de la dépendance. Une autre méthode est de considérer des courbes particulieres de
w = C (u1, uz) pour des valeurs données de u; et/ou ug. Le graphique 1.4 représente ces courbes lorsque uy vaut
respectivement 0.25, 0.50 and 0.75, ainsi que celles de w = C~ (u1,uz2), w = C* (uy,uz) et w = C (uy,us).
Cela donne une idée de la ‘distance’ qui sépare la copule Logistic Gumbel des trois autres copules. Nous remar-
quons que les inégalités C* (uy,us) < C (u1,uz) < CT (uy,uz) sont vérifibes pour les trois valeurs de up. En
fait, elles sont vérifiées pour tout (uy,us) dans [0,1]* (remarquez que 0 < uy + uy — uyus < 1).
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Graphique 1.3. Distribution de la copule Logistic Gumbel

Néanmoins, la meilleure fagon de faire une représentation graphique de la distribution d’une copule est certai-
nement de grapher les lignes de niveaux. Soit L (C) () 'ensemble des points de [0, 1]" défini par {u : C (u) = «a}.

Dans le cas bivarié, L (C) («) correspond & ’ensemble {(ul, up) € [, 1) ¢ ug = @ (ul)} avec ¢, une fonction

non-croissante — u < v = @, (V) < o (u) — car C est 2-increasing. Par exemple, dans le cas de la copule
Logistic Gumbel, la fonction ,, est

auy

v e ) = D)

(1.42)

Nous représentons les lignes de niveau de cette copule sur le graphique 1.5, ainsi que les courbes C* (uy, 04 (u1))
et CT (u1,pq (u1)) avec o, la fonction définie par Pexpression (1.42). A premiére vue, il semble que la copule
Logistic Gumbel soit plus proche de la copule C* que de la copule C* — les courbes C* (uy, ¢4 (u1)) sont plus
proches de la forme d’une droite que les courbes C (uy, 4 (u1)).

Lorsque nous voulons représenter une fonction de probabilité, il est d’usage de considérer le graphe de sa
densité et non celui de sa distribution. Dans le cas bivarié, nous avons une expérience forte avec la distribution
normale. Nous pouvons alors faire des comparaisons directes et tenter de comprendre pourquoi la copule se

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 12



0.5

C(uy,uz)
o (o]
¢ <

o
]

=

0.0

0.2 0.4
uq

0.6

0.8

0.25

up = 0.25

0.75

C(uq,u2)

<
N
o

0.4 0.6 0.8 1.0

Rt
Logistic Gumbel
Cl

——

0.00

0.4 0.6 0.8 1.0
uq
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Graphique 1.5. Lignes de niveau de la distribution de la copule Logistic Gumbel
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Normal copula

Logistic Gumbel copula

Graphique 1.6. Densité des copules Logistic Gumbel et Normale

N(O,1)

Normal copula

Logistic Gumbel copula

N(0,1)

Graphique 1.7. Courbes de niveau des densités des copules Logistic Gumbel et Normale
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distingue de la copule Normale. En général, les courbes de niveau permettent de mieux appréhender la répartition
des masses de probabilité que les graphes 3D des densités (voir les graphiques 1.6 et 1.7).

Code GAUSS 3 (Distribution, densité et courbes de niveau de la copule Logistic Gumbel)

/*
**> cdfCopulalogisticGumbel
k%

*/

proc cdfCopulalogisticGumbel (ul,u2);
retp( ul .* u2 ./ (ul + u2 - ul .x u2) );
endp;

/*
**x> pdfCopulalogisticGumbel
*k

*/

proc pdfCopulalogisticGumbel (ul,u2);
retp( 2 * ul .x u2 ./ (ul + u2 - ul .*x u2)°3);
endp;

/*
*x> contourCopulalogisticGumbel
*k

*/

proc contourCopulalogisticGumbel(ul,alpha);

ul = missex(ul,ul .< alpha);

retp( alpha .* ul ./ (ul + alpha .* ul - alpha) );
endp;

1.6 Reperes historiques

La notion de copule est introduite dans I'article de Sklar en 1959. Le second article qui traite des copules est
celui publié dans Kybernetika en 1973. Viennent ensuite 'article de Schweizer et Sklar en 1974, les travaux de
Schweizer et Wolff (2 articles) et enfin le livre sur les PMS de Schweizer et Sklar. De 1959 & 1983, nous avons
donc a peine 6 contributions. Néanmoins, certains auteurs ont utilisé et découvert le concept de copule de fagon
totalement indépendante des travaux de Sklar. Le premier est Wassily Hoeffding (voir 'annexe A page 189).
On trouve implicitement la notion de copule dans les écrits de Féron, Nataf et Mardia. Il faut aussi mentionner
deux contributions majeures : la représentation uniforme de Kimeldorf et Sampson (voir 'annexe B page 193)
et la fonction de dépendance de Paul Deheuvels (voir Pannexe C page 199). Notons que Paul Deheuvels ne
découvrira larticle de Kybernetika que 5 ans apres ses travaux sur les copules de valeurs extrémes.

Dans ce chapitre, j’ai adopté la définition de la copule énoncée par SCHWEIZER et SKLAR [1974] et qui est
reprise dans les ouvrages de SCHWEIZER et SKLAR [1983] et NELSEN [1999]. A titre d’information, voici la
définition originale (en frangais) de Sklar dans son tres court article de 3 pages :

Définition 2 (Sklar [1959, dfinition 1, p. 229]) Nous appelerons copule (& n dimensions) tout fonction
C continue et non-décroissante — au sens employé pour une fonction de répartition a n dimensions —
définie sur le produit Cartésien de n intervalles fermés [0,1] et satisfaisant auz conditions C(0,...,0) =0
et C(1,...,Lu,1,...,1)=u.

Abe Sklar introduit les copules en relation avec le probleme des classes de Fréchet F (Fy,... ,F,). Il pense que la
détermination de I’ensemble des copules C est un probléme moins difficile que celui de ’ensemble F (Fq,... ,F,,):

[...] les copules sont en général d’une structure plus simple que les fonctions de répartition. (SKLAR
[1959], page 231).
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2

Les classes de Fréchet

Celles-ci font I'objet d’une étude intensive dans le cha-
pitre 3 de JOE [1997]. Les classes de Fréchet sont les classes
des distributions multidimensionnelles avec des marges
données. Ces marges peuvent étre unidimensionnelles, mul-
tidimensionnelles et aussi conditionnelles. Considérons par
exemple les distributions bivariées F15 et Fa3. La classe
de Fréchet F (F12,Fa3) est 'ensemble des distributions tri-
variées qui sont compatibles avec ces marges. Puisque
nous connaissons Fs et Faog, nous connaissons aussi Fi, Fo
et F3. Nous savons que toute distribution F de dimension
3 s’écrit

F (z1,22,23) = C(F1 (21),F2 (22) , F3 (23)) (2.1)

Néanmoins F € F impose certaines conditions sur la fonc-
tion C. Disons que nous ne pouvons pas faire ce que nous
voulons. L’étude des classes de Fréchet revient a étudier
ces restrictions, les points extrémaux de F, les bornes, etc.
Pour notre part, nous nous limitons a 1’étude de la classe
de Fréchet F (Fy,... ,Fy).

Nous devons préciser que de nombreux résultats sur les
copules sont avant tout des résultats obtenus dans des
études sur F (Fy,... ,F,) : les bornes des copules, 'ordre

Graphique 2.1. Maurice Fréchet

de concordance, la propriété lipschitzienne, etc. Ces résultats ont été ensuite traduits en terme de copules, ce

qui les rend plus lisibles.

2.1 Définition

Définition 3 F appartient & la classe de Fréchet (F1,F2) et on note F € F (F1,F3) si et seulement si les

marges de F sont Fy et Fo :

F (.131, OO) = F1 (331)

et

F (OO, 1'2) = F2 ($2)

(2.2)

(2.3)



Caractériser la classe de Fréchet F (F1, F2) revient a trouver 1'ensemble C des fonctions copules puisque nous
avons

.7:(F1,F2) = {F :F (xl,.’lig) =C (F1 (.271) 7FQ (Ig)) R Ce C} (24)

Le probleme de la caractérisation de la classe de Fréchet F (F1,F2) est donc indépendante des marges F; et
Fs.

Les distributions extrémales (qui sont aussi les bornes) F~ et F* de F (F1,F2) sont
F~ (z1,22) = max (Fy (z1) + Fa (22) — 1,0) (2.5)
et
F' (21,75) = min (Fy (71),F2 (22)) (2.6)
F~ et FT sont appelées respectivement les bornes basse et haute de Fréchet. Les copules associées sont
C™ (u1,u2) = max (u; +ug — 1,0) (2.7)
et
C™ (uy,ug) = min (u, ug) (2.8)
Ce sont des (et non les) copules extrémales de C.

Exemple 6 Considérons la classe de Fréchet F (F1,F3) avec Fy 4 Fy 4 N (0,1). Ainsi, la distribution nor-
male & deux dimensions de corrélation p appartient o F (Fq,Fs). Néanmoins, beaucoup d’autres distributions
non normales appartiennent a cette classe de Fréchet. C’est par exemple le cas de la distribution suivante

@ (1’1) (I> (.’EQ)
(0] (1‘1) + (372) —® (.Tl) (0] (1‘2)

F(’I‘l,l’g) = (29)

Considérons la distribution normale bivariée

LT 1 1
F Do) — (2429 d¢; d 2.1
s = [ [ zwm“p< 21— e "“2)) e (210

Nous avons
F~ (x1,22) :==F (21, 29; —1) = max (@ (z1) + ® (x2) — 1,0) (2.11)
et
Ft (21,22) := F (21, 72;+1) = min (® (z1) , ® (22)) (2.12)

Les bornes de la classe F (N (0,1) ,N (0,1)) sont données par la distribution normale bivariée avec une corrélation
€gale respectivement a -1 et +1.

Dans le cas multidimensionnel, nous notons

C~ (u1,...,uy) =max (Zui—n—&—l,O) (2.13)

i=1

et
C* (u1,... ,up) = min (u, ..., u,) (2.14)

Nous pouvons montrer que Ct est une copule, mais que C~ n’est pas dans C. Néanmoins, C~ est une borne
inférieure atteignable. Cela veut dire que pour tout (us,...,u,) appartenant a [0,1]", il existe une copule
qui coincide avec C~. Cela veut dire que F (Fq,...,F,) admet une fonction de distribution minimale si et
seulement si max (3., F; (z;) — n+1,0) est une distribution de probabilité. Malheureusement, cela implique
des restrictions tres contraignantes (DALL’AGLIO [1972]).
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Remarque 3 Les bornes inférieures et supérieures de F (F1,... ,F,) sont bien sir des points extrémauz de
F. Néanmoins, ce ne sont pas les seuls. En fait, il existe une infinité de points extrémauzr qu’il est difficile de
caractériser.

Code GAUSS 4 (Fonction de distribution des trois copules C~, C* et C*)

proc _max_(x,y);
retp( x .* (x > y) +y .*x (x .<=y) );
endp;

proc _min_(x,y);
retp( x .*x (x .<y) +y .x (x .>=y) );
endp;

/*
**> cdfCopulalower & cdfCopulalower2
*ok

*/

proc cdfCopulaLower2(ul,u2);
retp( _max_(ul+u2-1,0) );
endp;

proc cdfCopulaLower(u);
retp( _max_(sumc(u’)+cols(u)-1,0) );
endp;

/*
*x> cdfCopulaProduct & cdfCopulaProduct2
*k

*/

proc cdfCopulaProduct2(ul,u2);
retp(ul .* u2);
endp;

proc cdfCopulaProduct (u);
retp( prodc(u’) );
endp;

/*
**> cdfCopulaUpper & cdfCopulalUpper2
*ok

*/

proc cdfCopulaUpper2(ul,u2);
retp( _min_(ul,u2) );
endp;

proc cdfCopulaUpper (u);

retp( minc(u’) );
endp;

Sur le graphique 2.2, nous représentons les distributions des trois copules C~, Ct et C*.
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Graphique 2.2. Les trois copules C~, C* et CT

2.2 Ordre stochastique de concordance
Dans la section précédente, nous avons défini les bornes basse et haute de Fréchet. Celles-ci vérifient

F~ (.’1?1,%‘2) S F (1‘1,1‘2) S F+ (.231,.’172) (2.15)

pour tout point (z1,72) de R? et toute distribution F de F (Fy, F3). En adoptant le point de vue des copules
(puisque nous travaillons avec des marges données), nous avons

C™ (u1,u2) < C(ug,uz) < C* (ug,uz) (2.16)

pour toute copule C de C. Donc, pour un ‘quantile’ o donné’, les lignes de niveau d’une copule C doivent étre
dans le triangle defini par

{(u1,u2) : C(ui,u2) = a} € {(u1,uz) : max (ug +uz — 1,0) < a, min (uy, uz) > a} (2.17)

(voir le graphique 2.3). Dans le cas multidimensionnel, ce triangle devient un n-volume.

Nous allons maintenant introduire un ordre partiel sur les copules.
Définition 4 Soient Cy et Co deux copules. On dit que Cq est plus petite que Co et on note C; < Cy si et
seulement si Cy (uy,us) < Cy (u1,us) pour tout (uy,us) € [0,1]%.
Remarque 4 L’ordre < est appelé l’ordre de concordance. Il correspond a la dominance stochastique du premier

ordre sur les fonctions de distribution.

Cette relation d’ordre est partielle car on ne peut pas comparer toutes les copules entre elles. Considérons
la copule cubique définie par

C (u1,u2;0) = ugug + 0 [u(u — 1)(2u — 1)] [v(v — 1)(2v — 1)] (2.18)
1(C’est bien stir un abus de langage.
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Graphique 2.3. La région triangle contenant les lignes de niveau C (u1,u2) = «
avec 6 € [—1,2]. Nous avons
3 3 3 3
c(=,51)=05712>C*H (2 2] =0.562
<4,4,) 0.5712 > <4,4> 0.5625

mais

31 (31
_, = = U. < —.,— | = U.
c(4,4¢) 0.1787 < C (4,4> 0.1875

Néanmoins, nous avons toujours
C <C=<C" (2.19)
Nous pouvons aussi vérifier que
Cc-<ct<ct (2.20)

Nous en déduisons qu’une structure de dépendance positive est une fonction copule C qui vérifie I'inégalité
suivante :

ct<c=<ct (2.21)
De méme, une structure de dépendance négative est une fonction copule C qui vérifie I'inégalité suivante :
c-<c<ct (2.22)

Cependant, comme cette relation d’ordre est partielle, il existe des fonctions copules C telles que C % Ct et
C # C*. 1l existe donc des fonctions copules qui ne sont ni des structures de dépendance positive, ni des
structures de dépendance négative. Reprenons ’exemple de la copule cubique. Nous avons

C (u1,u2;0) = C* (ug,uz) 4 0 [u(u — 1)(2u — 1)] [v(v — 1)(2v — 1)] (2.23)

Cette copule peut étre vue comme une perturbation de la copule C*. Néanmoins, cette perturbation n’est pas
monotone.
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Remarque 5 Considérons la copule C (u1,usg;0) avec 0 un parameétre. Nous notons Cy (u1,us) = C (u1, uz; ).
La famille de copules {Cy} est dite totallement ordonnée si pour tout 6 > 61 nous vérifions

Cop, = Cy, (2.24)
(famille positivement ordonnée) ou
Cop, < Cy, (2.25)
(famille négativement ordonnée).
Exemple 7 Introduisons la famille de copules définies par
Cy (ur,u2) = 0C™ (ug,uz2) + (1 — 0) C (u1, ua) (2.26)
avec 0 < 0 < 1. Cette copule est une somme convexe des copules Fréchet C~ et CT. Soit 03 > 01. Nous avons

092 (ul,ug) = 0,C” (’U,l,’LLQ) + (1 — 92) ct (’U,l,’LLQ)
= Gy, (u1,u2) — (02 — 61) (C (u1,u2) — C~ (u1,uz)) (2.27)

Nous en déduisons que Cg, < Cp,. Cette famille de copules est ordonnée négativement.

Exercice 1 La définition de la copule Frank est

C (uy,uz;0) = —% In (1 + (e _el) (e - 1)> (2.28)

avec 8 € R. FEtudier les cas limites 0 — 0, 8 — oo et 6 — —oo. Montrer que c’est une famille positivement
ordonnée (graphique 2.4).

C(U1.UQ) = 0.1 C(u1,u2) = 0.2
1.0p
0.8}
D.6F
N
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Uj uq
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0.2F 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
uq uq

Graphique 2.4. Copules de Frank et ordre de concordance

Code GAUSS 5 (Distribution, densité et courbes de niveau de la copule Frank)
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/*
*x> cdfCopulalogisticGumbel
*k

*/

proc cdfCopulaFrank(ul,u2,theta);
ul = exp(-theta.*ul) - 1; u2 = exp(-theta.*u2) - 1;
retp( -1n(1 + ul.*u2./(exp(-theta)-1)) ./ theta );
endp;

/*
*x> pdfCopulaFrank
*ok

*/

proc pdfCopulaFrank(ul,u2,theta);
local eta,ul_,u2_;
eta = 1-exp(-theta); ul_ = l-exp(-theta.*ul); u2_ = l-exp(-theta.*u2);

retp( exp(-theta.*(ul+u2)) .* theta .* eta ./ ((eta - ul_ .*x u2_)"2) );
endp;

/*
*x> contourCopulaFrank
*ok

*/

proc contourCopulaFrank(ul,alpha,theta);
local u2;
u2 = -1n( 1+ (exp(-alpha.*theta)-1) .* (exp(-theta)-1) ./ (exp(-theta.*ul) - 1) ) ./ theta;
u2 = real(missex(u2,abs(imag(u2)).> 0.01));
retp( missex(u2,u2 .< 0 .or u2 .> 1) );
endp;

Exercice 2 La copule FGM (Farlie-Gumbel-Morgenstern) a pour expression :
Cy (ul,u2) = U1 U2 (1+9(1 —Ul) (1 —UQ)) (2.29)

Est-ce une famille de copules ordonnée ¢

Code GAUSS 6 (Distribution de la copule FGM)

/*
*x> cdfCopulaFGM
*ok

*/

proc cdfCopulaFGM(ul,u2,theta);
retp( ul .x u2 .* (1 + theta .* (1-ul) .x (1-u2) ) );
endp;

2.3 Reperes historiques

Le probleme des bornes a été abordé par plusieurs auteurs : Maurice Fréchet lui méme, mais aussi et surtout
Dall’Aglio. La copule FGM a été proposée par Morgenstern. Elle a été ensuite étudiée par Eugene Gumbel et
surtout Farlie.
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3

Copules et variables aléatoires

Dans ce chapitre, nous considérons deux variables aléatoires X; et X, de distributions F; et F5. Nous notons
F la distribution du vecteur aléatoire X = (X, X2). Nous définissons alors la copule du vecteur aléatoire
(X1, X>) par la copule de F :

F (21,22) = C (X1, X2) (F1 (1), F2 (22)) (3.1)

Nous cherchons alors & définir des résultats sur la dépendance du vecteur aléatoire X en étudiant la copule
C (X1, X5). Ces résultats proviennent des travaux de DEHEUVELS [1978], SCHWEIZER et WOLFF [1981] et
NELSEN [1999].

3.1 Principaux résultats

Nous pouvons donner une nouvelle interprétation des copules C~, C*+ et Ct :

— deux variables aléatoires X; et X5 sont contre-monotones (countermonotonic) — ou C (X, Xo) = C~
— ¢’il existe une variable aléatoire X telle que X7 = f1 (X) et X5 = f2(X) avec f; une fonction non-
croissante et fy une fonction non-décroissante ;

— deux variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes si la structure de dépendance est la copule produit
CJ_ .
— deux variables aléatoires X; et X3 sont co-monotones (comonotonic) — ou C (X;, X3) = CT — s'il

existe une variable aléatoire X telle que X; = f1(X) et Xo = fo(X) avec fi et fo deux fonctions
non-décroissantes.

Considérons par exemple un vecteur aléatoire gaussien standard X = (X7, X3). C (X1, X2) = C~ correspond
au cas

Xo = —X; (3.2)
alors que C (X7, X3) = CT correspond au cas

Xy = X, (3.3)
Si X = (X1, X5) est un vecteur aléatoire dont les marges sont lognormales. Alors nous avons

1
C(Xl,X2>:C_<:>X2:exp(—lnX1):f (34)
1

et

C<X1,X2> =CT S X=X, (35)



Si X = (X1, X3) est un vecteur aléatoire dont les marges sont uniformes, nous obtenons les résultats suivants
C{X1,X)=C = Xo=1-X; (3.6)
et
C(X,X5)=Ct & Xy =X, (3.7)
Pour ces trois exemples, nous vérifions que X5 est une fonction décroissante de X si la copule C (X7, X5) est

C~ et que X3 est une fonction croissante de X; si la copule C (X7, X3) est C™.

Remarque 6 Les notions ‘countermonotonic’ et ‘comonotonic’ généralisent les notions de corrélations égales
a -1 et +1 d’un vecteur aléatoire gaussien. C~ et CT sont donc les structures de dépendance respectivement la
plus négative et la plus positive qui existent. Par abus de langage, nous dirons que X1 et Xo sont les variables
aléatoires les plus corrélées possibles (négativement et positivement).

Nous donnons maintenant 'un des théorémes les plus importants des copules :

Théoréme 4 Soient deux variables aléatoires continues X et Xo de marges Fy et Fy et de copule C (X1, X5).
Si hy et hy sont deuz fonctions strictement croissantes sur Im X7 et Im Xo respectivement, alors

C (h1 (X1), h2 (X2)) = C (X1, X2) (3.8)

Ainsi la copule est invariante par transformations strictement croissantes des variables aléatoires.

Nous pouvons montrer ce théoreme en utilisant les propriétés des distributions. Notons respectivement F et
G les distributions des vecteurs aléatoires (X1, X2) et (hy (X1),ha (X2)). Nous remarquons que les marges de
G sont

G1 (.’El) = Pr{h1 (Xl) S.’El}
= Pr{X; <hi'(z1)} (car hy est une fonction croissante)
Fi (hi" (21)) (3.9)

et Go (22) = Fa (hy "' (22)). Nous avons donc Gy (u1) = hy (F7! (u1)) et G5 (u2) = ho (F5' (u2)). Nous en
déduisons le résultat :
C (h1 (X1),h2 (X2)) (ur,u2) = G (Gi'(u1), Gy (u2))
Pr{hi (X1) < Gy (u1), ho (X2) < G5 (u2) }
= Pr{Xi <hi" (G (w)), X2 <hy' (G3' (u2))}
PI‘ {Xl § Fl_l (ul) ,XQ § F2_1 (UQ)}

= C <X1,X2> (ul,uQ) (310)
Par exemple, nous avons
C <X1,X2> C <1DX1,X2>
= C{(lnXy,InXy)
= C <X1,€Xp X2>

= C<\/)Tl,epr2> (3.11)

L’application de transformations croissantes ne modifie donc pas la copule, seulement les marges. Ainsi, la copule
de la distribution lognormale bivariée est la méme que celle de la distribution normale bivariée.

Le théoreme précédent est souvent attribué a Schweizer et Wolff. En fait, nous le trouvons déja dans les
travaux de Paul Deheuvels (rappelons néanmoins que Wolff a soutenu sa theése en 1977) et méme dans les
travaux de Nataf (et donc dans ceux de Mardia). Ce théoréme n’est pas si surprenant si nous considérons la
décomposition canonique d’une distribution bivariée. Nous avons C (Uy,Us) = C (X1, X5) avec Uy = Fy (X1) et
Us = F5 (X3). D’une certaine maniére, la décomposition canonique résulte de ce théoréme puisque nous avons
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appliqué des transformations croissantes. Considérons maintenant deux distributions continues G et Gg et
notons Y1 = Gy (U1) et Yo = G, ! (Uy). La distribution G du vecteur aléatoire Y = (V3,Y3) est donc

G (y1,92) = C (X1, X2) (G1 (11), G2 (32)) (3.12)
puisque Gfl et G5 ! sont croissantes. Nous en déduisons que
G (l‘l,Ig) =F (Ffl (Gl (.Z‘l)) 5 F;l (G2 (.IQ))) (313)

Cette méthode de construction de distributions bivariées a partir d’'une distribution bivariée connue est suggérée
par NATAF [1962] (et ensuite par MARDIA [1970]). Elle est connue sous le nom de méthode de translation.

Remarque 7 Si hy et hy sont deux fonctions strictement décroissantes, alors la copule du vecteur aléatoire de
(h1 (X1), he (X2)) est la copule de survie du vecteur aléatoire (X1, Xa) :

C (hy (X1), ha (X2)) = C (X1, Xy) (3.14)
Si hy est croissante et hy est décroissante, nous avons

C <h1 (X1) y hg (X2)> (ul,ug) = Uy — C <X1,X2> (Ul, 1-— Ug)

3.2 Composantes singulieres

Selon NELSEN [1999] page 23, toute copule C est la somme de deux composantes :

C (ul, UQ) =A <C> (ul, 'LLQ) + S <C> (ul, ’LLQ) (315)
A <C> (ul,u2) = Aul /0u2 61,20 (ul,u2) dU1 d’LL2 (316)

et
S <C> (Uh’U,Q) =C (ul,u2) - A <C> (ul,u2) (317)

Nous appelons A (C) et S (C) respectivement la composante absolument continue (absolute continuous com-
ponent) et la composante singuliere (singular component) de la copule. Ces terminologies viennent du fait que
si S(C) =0, alors ¢ (u1,uz) = 01,2C (u1, uz) est la densité de la copule. Nous pouvons donc classer les copules
en trois catégories :

1. Si C = A(C), alors C est absolument continue;
2. Si C = S{C), alors C est singuliere et ne possede pas de densité :

c(ug,uz) =0 (3.18)

3.SiC=A(C)+ S(C) avec A(C) #0 et S(C) # 0, alors C présente une composante singuliére.

Par exemple, C~ et C* sont singulieres, alors que C* est absolument continue de densité c* (uy,us) = 1.
Dans le cas ou C présente une composante singuliere, nous pouvons introduire une mesure de singularité en
remarquant que C (1,1) = 1 est le 2-volume dans [0,1]°. 1l vient que C(1,1) = A(C)(1,1) + S(C) (1,1) et
donc 0 < S(C) (1,1) < 1. D’aprés NELSEN [1999] page 23, ¥ = S (C) (1) est appelé la mesure de singularité
(“the C-measure of the singular component”).

Exemple 8 Nelsen considére 'exemple de la copule Marshall-Olkin C (uy,usg;61,602) = min (uif‘gluQ, uluéf(b)

et monte que ¥ = % (page 48 de NELSEN [1999]). Sur le graphique 3.1, nous représentons la mesure
de singularité 9 pour la copule Marshall-Olkin lorsque les deux paramétres 01 et O varient. Nous remarquons
que ¥ est une fonction croissante de 01 et 0. La copule est singuliere lorsque 81 = 0 = 1. Dans ce cas, nous
retrouvons la copule Fréchet C (uq,u2;1,1) = min (ug,u1) = CT (u1,uz). Lorsque 61 = 0 ou 03 = 0, la copule
Marshall-Olkin devient la copule C*, et dans ce cas est absolument continue. Dans les autres cas, elle présente
une composante singuliére (0 < ¥ < 1).
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Graphique 3.1. Mesure de singularité de la copule Marshall-Olkin

Remarquons que lorsqu’une copule est singuliere, il peut étre intéressant de représenter le graphe de son
support. Dans le cas de la copule borne basse de Fréchet, la masse de probabilité se concentre sur ’anti-
diagonale us = u; — 1, alors qu’elle se concentre sur la diagonale principale pour la copule borne haute de
Fréchet. Nous pouvons aussi représenter le graphe du support de la composante singuliere lorsque la copule n’est
pas aboslument continue. Dans le cas de la copule de Marshall-Olkin, le support de la composante singuliere est
la courbe uy = u?/ 1 Surle graphique 3.3, nous reportons le support de C~ et CT ainsi que de la composante
singuliere de la copule Marshall-Olkin (6; = 0.5, 63 = 0.75). Nous représentons aussi les supports associés lorsque
les marginales ne sont pas uniformes. Les axes x et y correspondent respectivement a une distribution normale
standard ® et a une distribution t3. £ est une variable aléatoire de distribution discontinue (graphique 3.2).
Nous remarquons que lorsqu’au moins une des distributions n’est pas continue, le graphe du support de la
distribution multidimensionnelle peut étre trés compliqué. Par exemple, nous remarquons que le support de la
composante singuliére de la distribution bivariée avec des marges £ et une copule Marshall-Olkin consiste en trois
courbes (a), (b) et (c). L’existence de ces trois (et non deux) courbes provient du fait que £ contient un point
de discontinuité (voir les régions correspondantes de la copule Marshall-Olkin sur le graphique 3.5).

Remarque 8 L’une des premiéres études concernant les composantes singuliéres est celle de GENEST et MAC-
KEY [1986]. Néanmoins, la singularité dans les distributions est peu traité dans les manuels classiques de
distributions multivariées (c’est par exemple le cas de KOTZ, BALAKRISHNAN et JOHNSON [2000]). Pourtant,
la singularité joue un réle important dans les copules ( MIKUSINSKI, SHERWOOD et TAYLOR [1992], WEI, FANG
et FANG [1998]).

3.3 Mesures de dépendance

Nous pouvons interpréter la copule du vecteur aléatoire X = (X7, X2) comme une reparamétrisation ou une
normalisation de la distribution jointe F apres avoir éliminé les effets des marges F; et Fs. De fagon tout a
fait indépendante, Paul Deheuvels a redécouvert ’outil copule a la fin des années 70 et lui a donné le nom de
fonction de dépendance. La copule est en fait la structure de dépendance de X. De plus, c’est une statistique
exhaustive de cette dépendance. Considérons une statistique (non exhaustive) de la dépendance, c’est-a-
dire une mesure (ou un résumé) de la dépendance. Celle-ci sera effectivement une mesure de dépendance si elle
s’exprime exclusivement a partir de la copule.
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Graphique 3.3. Support des differentes copules et distributions
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Parmi ces statistiques, nous pouvons considérer de fagon générale les mesures de concordance.

Définition 5 Une mesure numérique k d’association entre deux variables aléatoires continues X1 et Xo dont
la copule est C est une mesure de concordance si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. Kk est définie pour toute paire (X1, X2) de variables aléatoires continues;
—1=k{X,-X) <k(C)<r(X,X)=1;

k{(X1,Xo) = k(Xo, X1);

st X1 et Xo sont indépendantes, alors k (X1, X2) = k <CJ-> =0y
k{(—X1,X2) =k (X1, —X2) = =k (X1, X2) ;

si C1 < Caq, alors k{C1) < k(C2) ;

st {(X1,m,Xa,m)} est une séquence de variables aléatoires continues dont la copule est Cy,, et si {Cp,}
converge vers C (pointwise convergence), alors limy, o £ (Cy,) = k (C).

NS G o

Nous comprenons mieux pourquoi x est appelé une mesure de concordance puisque l'ordre de concordance
implique l'ordre sur k (propriété 6). Parmi toutes les mesures de concordance, trois mesures tres célebres jouent
un roéle important en statistiques non paramétriques : le tau de Kendall, le rho de Spearman et I'indice de Gini.
Elles peuvent toutes les trois s’exprimer & 1’aide de la copule, et nous avons (SCHWEITZER et WOLFF [1981])

T = // ’LL1,’LL2) dC (U17U2)—1
[0,1]2

// Ui1U2 dC (Ul,’U,Q) -3
[0,1]?

2// (Jur + 1z — 1] = |us — us]) dC (ur, uz) (3.19)
[0,1]°

S
I

g

Ces formules sont difficiles & manier, car elle font intervenir la différentielle dC (uy,uq) de la copule. D’un point
de vue numérique, il est plus facile de les calculer avec les expressions équivalentes suivantes (NELSEN [1999)]) :

\]
|

1-— 4// 8u1C (’U,l,UQ) 8uQC (ul,ug) du1 dUQ
[0,1]?

0o = 12// Ul,UQ) duldu2 -3
[0,1]?

o / (C(u,u) + C(u,l —u) —u) du (3.20)
[0,1]

Code GAUSS 7 (Calcul du tau de Kendall par intégration numérique)

/*
**> KendallCopula
k%

*/

proc KendallCopula(Copula);
local tau;
_CopulaFunction = Copula;
tau = 1 - 4 * intquad2(&_KendallCopula,1]/0,110);
retp(tau);
endp;

proc _KendallCopula(ul,u2);
local dC1,dC2;
{dcC1,dC2} = gradp2D(_CopulaFunction,ul,u2);
retp( dC1 .* dC2 );

endp;
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/*
*x> gradp2D
*k

*/

proc (2) = gradp2D(f,x0,y0);
local f:proc;
local grddx,grddy,dh,ax0,ay0,xdh,ydh,dax0,day0,£f0;

/* check for complex input */
if iscplx(x0);
if hasimag(x0);

errorlog ’’ERROR: Not implemented for complex matrices.’’;

end;
else;
x0 = real(x0);
endif;
endif;

/* check for complex input */
if iscplx(y0);
if hasimag(yO0);

errorlog ’’ERROR: Not implemented for complex matrices.’’;

end;
else;
yO = real(y0);
endif;
endif;

f0 = £(x0,y0);
/* Computation of stepsize (dh) for gradient */

ax0 = abs(x0);

if x0 /= 0;

dax0 = x0./ax0;
else;

dax0 = 1;
endif;

dh = (1e-8)*maxc((ax0~ (1e-2)*ones(rows(x0),1))’) .*dax0;
xdh = x0+dh;
dh = xdh-x0; /* This increases precision slightly */

grddx = (£f(xdh,y0)-£0)./dh;
/* Computation of stepsize (dh) for gradient */

ay0 = abs(y0);
if yo /= 0;
day0 = y0./ay0;
else;
dayO
endif;
dh = (1le-8)*maxc((ay0~ (le-2)*ones(rows(y0),1))’).*day0;
ydh = yO+dh;
dh = ydh-yO; /* This increases precision slightly */

1;
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grddy = (f(x0,ydh)-£0)./dh;

retp(grddx,grddy) ;
endp;

Code GAUSS 8 (Calcul du rho de Spearman par intégration numérique)
/*

*x> SpearmanCopula
*k

*/

proc SpearmanCopula(C) ;
local varrho;
varrho = 12 * intquad2(C,1/0,110) - 3;
retp(varrho) ;

endp;

Code GAUSS 9 (Calcul du coefficient de Gini par intégration numérique)
/*

**> GiniCopula
* %

*/

proc GiniCopula(Copula);

_CopulaFunction = Copula;

retp( 4 * intquadl(&_GiniCopula,1|0) );
endp;

proc _GiniCopula(u);

local Copula;

Copula = _CopulaFunction;

local Copula:proc;

retp( Copula(u,1-u) + Copula(u,u) - u );
endp;

Remarque 9 Considérons un échantillon de m observations {(x1,vy1) ... , (Tm,Ym)} du vecteur aléatoire (X,Y).
Le tau de Kendall est la probabilité de concordance — (X; — X;) (Y; —Y;) > 0 — moins la probabilité de dis-
cordance des paires — (X; — X;) (Y; —Y;) < 0. Le rho de Spearman est la corrélation des statistiques de rang
RX et Ry N

0= cor(Fx (X),Fy (Y)) (3.21)

Définition 6 Une mesure numérique 6 d’association entre deux variables aléatoires continues X1 et Xo dont
la copule est C est une mesure de dépendance si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. & est définie pour toute paire (X1, Xs3) de variables aléatoires continues ;
0=6(CH)<5(C) <5(CH) =1;

0 (X1, X2) =0 (X9,X1);

0(X1,X0) =96 <Cl> =0 st et seulement si X et Xy sont indépendantes ;
5

X1,X2) =6 (Ct)=§(C~) =1 si et seulement si X, est une fonction strictement monotone de X ;

S S o

si hy et hy sont des fonctions strictement monotones respectivement sur Im X1 et Im Xs, alors

6 (h1 (X1), ha (X2)) = 6 (X1, X2) (3.22)
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7. st {(X1,m,Xo2,m)} est une séquence de variables aléatoires continues dont la copule est C,y,, et si {Cy,}
converge vers C (pointwise convergence), alors lim,, ., § (C,,) = § (C).

SCHWEITZER et WOLFF [1981] donnent différentes mesures qui vérifient cette définition :

c = 12// ’C(ul,ug) —-ct (ul,U2)‘ duy dug
[0,

q)Q

90 // ’C (ul,uz) — Cl (U17UQ)‘2 dU1 dUQ (323)
[0,1)2

Code GAUSS 10 (Calcul numérique de o et ®?)

/*
**> sigmaCopula
*k

*/

proc sigmaCopula(Copula);

_CopulaFunction = Copula;

retp( 12xintquad2(&_sigmaCopula,1/0,1/0) );
endp;

proc _sigmaCopula(ul,u2);

local Copula;

Copula = _CopulaFunction;

local Copula:proc;

retp( abs(Copula(ul,u2) - cdfCopulaProduct2(ul,u2)) );
endp;

/*
**> PhiSqrCopula
k%

*/

proc PhiSqrCopula(Copula) ;

_CopulaFunction = Copula;

retp( 90*intquad2(&_PhiSqrCopula,110,1]0) );
endp;

proc _PhiSqrCopula(ul,u2);

local Copula;

Copula = _CopulaFunction;

local Copula:proc;

retp( (Copula(ul,u2) - cdfCopulaProduct2(ul,u2))"2 );
endp;

Remarque 10 Nous pouvons interpréter les mesures de concordance comme une généralisation de la corrélation
linéaire dans le cas ou la distribution bivariée n’est pas gaussienne. FElles prennent ainsi la valeur -1 pour la
structure de dépendance la plus négative C~ (qui correspond & une corrélation linéaire égale a -1 dans le cas
gaussien) et +1 pour la structure de dépendance la plus positive CT (qui correspond a une corrélation linéaire
égale d +1 dans le cas gaussien). Ces deux copules représentent la forme de dépendance la plus extréme, c’est-
a-dire que les variables aléatoires X1 et Xo sont parfaitement dépendantes puisque

Xo = f(Xq) (3.24)

avec f une fonction déterministe. Néanmoins, les mesures de dépendance ne prennent la valeur 1 que si cette
dépendance est monotone. Donc, il existe de nombreuses copules qui correspondent a des dépendances parfaites
et dont & est strictement inférieur a 1 (les copules les plus célébres sont les “shuffles of min”).
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Remarque 11 Pour la famille des copules Normales, nous vérifions que
5(Cp) = 0(C_p) (3.25)

Cela veut dire qu’une corrélation p d’un vecteur gaussien implique le méme degré de dépendance entre les
variables aléatoires qu’une corrélation —p d’un vecteur gaussien (ce qui semble logique).

1.00¢

0.75+

0.504

0.25+

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Graphique 3.6. Mesures de dépendance o et ®2 pour la copule Normale

Remarque 12 § (C) = 0 si et seulement si C = Ct. Cette propriété n'est pas vérifiée par les mesures de
concordance et la corrélation linéaire.

3.4 Et la corrélation ?

Nous pouvons nous demander si le coefficient de corrélation linéaire de Pearson est une mesure de concor-
dance ? Nous rappelons que I'expression de ce coefficient est

E[X;Xo] - E[X4]E[X5]

p<X1;X2> = U[Xl]O'[XZ]

(3.26)

En utilisant les travaux de TCHEN [1980] sur les fonctions superadditives, nous pouvons montrer les résultats
suivants :

(4) Sila copule de (X1, X2) est C+, alors p (X1, X2) = 0;

(6) p est une mesure croissante par rapport a 'ordre de concordance :

Ci > Cy = p1 (X1, Xo) > po (X7, Xo) (3.27)
(2’) p(X1,Xs) est bornée

p~ (X1, Xa) < p (X1, X2) < p* (X1, Xa) (3.28)

et les bornes sont atteintes pour les copules Fréchet C~ et CT.
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11 est évident que les propriétés (1), (3), (5) et (7) sont aussi vérifiées. Pour la propriété (5), nous avons en effet

E[-X1X2] — E[-X1] E[X3]

p(—X1,Xo) = o [—X1] o [X2]
_ E[-X1X5] —E[X4]E[-X5]
= o[Xi]o [-X>]
= p(Xi,—-X2)
__E[XiXo] —E[X1]E[Xy]
- o [X1]o [Xo]
= —p(X1,Xo)

Néanmoins, si les propriétés (1)-(7) sont vérifiées, alors nous avons
K <C_> =-1
et
K <C+> =+1
Si nous utilisons I'interprétation des bornes de Fréchet en terme de variables aléatoires, nous avons

_ELX) L] -EA (XOJE[f (X)]
o [f1 (X))o [f2 (X)]

Janos Aczel a montré que la solution de I’équation p~ (X7, Xo) = —1 est

p~ (X1, Xo) = pT (X1, Xo)

fil@)=aiz+b
et

fo(x) =asx+b

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

avec ajas < 0. Pour I'équation p* (X1, X5) = 1, la condition est ajas > 0. En dehors des variables aléatoires
gaussiennes, il existe tres peu de variables aléatoires capables de satisfaire ces conditions. Notons aussi que
si le coefficient de corrélation de Pearson est une mesure de concordance, alors il doit étre invariant par

transformations croissantes :

p (X1, Xa2) = p(f1 (X1), f2 (X2))

(3.35)

Une nouvelle fois, la solution de cette équation est fi (r) = a1z + b et fa(x) = agx + b avec a; > 0 et ag > 0.

Nous comprenons beaucoup mieux pourquoi cette mesure est dite linéaire.

A titre d’illustration, nous considérons le modele de Black et Scholes avec deux actifs. Les prix des actifs

S (t) and S (t) sont des processus de diffusion dont la représentation SDE est

{ ((iigl (t) = w1S1 (t) dt + o151 () AW (t) (3.36)
2 (t) = p2Sa(t) dt + 0259 (t) dWa (t)
ou Wi (t) et Wh (t) sont deux Fi— mouvements browniens avec
E Wy (1) W2 (t) | Fiol = p(t — to) (3.37)
Nous pouvons montrer que (WANG [1999])
p~ < p(Si(t),S (1) <p* (3.38)
avec
o = exp (toroz (t—tg)) — 1 (3.39)
Vexp (0F (t —to)) — 1+ /exp (03 (t — to)) — 1
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—1 (resp.

p(S1(t),S2(t)) = p~ (resp. p) si et seulement C (S (t),S2 (t)) = C~ ou encore p (W7 (t),Wa (t)) =
= 1, g9 = 3 et

C (S (t),S2(t)) = CT ou encore p(Wy (t), W5 (t)) = +1). Par exemple, si nous fixons oy
t —tog = 1, nous obtenons les résultats suivants

Copule | p(S1(t),52(t)) 7(S1(t),5 () o(Si(t),S:2(t))
C- —0.008 -1 -1
p=-—0.7 ~0 —0.49 —0.68
ct 0 0 0
p=0.7 ~0.10 0.49 0.68
Ct 0.16 1 1

Lorsque la copule est C~, c’est-a-dire la structure de dépendance la plus négative possible,
la corrélation prend une valeur proche de 0! Pour des marges données, la corrélation n’atteint pas
systématiquement 'intervalle [—1, 1]. Cela pose des problemes d’interprétation de la copule. Considérons deux
vecteurs aléatoires X = (X1,X3) et Y = (Y¥7,Y2). Que pouvons-nous dire si p (X7, X5) > p(¥7,Y2) > 07
Pouvons-nous affirmer que la dépendance sur X est plus forte que celle sur Y 7 A priori, non comme le montre
Iexemple précédent. Considérons par exemple X un vecteur gaussien standard de corrélation égale & 70%. Soit
Y = (In X1,1n X5) le vecteur log-normal. X et Y ont la méme copule, donc la méme structure de dépendance.
Néanmoins, nous avons

p(X1,X2) =0.7 > p(exp X1, exp Xo) ~ 0.10

oy = 0.1 (t-tg) = 1 o =1 (t—tg) = 1
1.0 1.0
Q0.5 0.5
0.0 0.0
a 1 2 =" 3 4 5 a 1 2777 3 4 5
//’ (F) ’,—/ g2
-0.5 L -05 -7
//’ e
1.0b.--" ’ ~1.0
gy =2 (t—to) =1 oy = 0.75 gy = 1.25
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
0 __--- S 2 3 4 5 o 7 5 10 15 20
H-" (23 t
-0.5 -0.5¢/
/
B --=-minimum correlation p_
1o 10 i —— maximum correlation o

Graphique 3.7. Intervalle de corrélation [pf, p+] lorsque (S1 (t),S2 (t)) est un processus GBM bidimensionnel

3.5 Le tau de Kendall et le rho de Spearman

Revenons sur le tau de Kendall et le rho de Spearman. D’une certaine maniére, ils jouent le méme réle pour
les copules que celui de la corrélation pour la distribution gaussienne. Parfois, ils sont appelés des mesures de
corrélation ‘non-linéaire’ (par opposition au caractére linéaire de la corrélation de Pearson). Nous rappelons
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que leurs expressions sont

T = // U17u2) dC (UI,UQ)
0,1]2

0 = // urug dC (ug,u2) — 3 (3.40)
[0,1?
Pour certaines copules, nous disposons d’expressions analytiques. Par exemple, nous avons
Copule | 0 T
Normal 67 L arcsin (p/2) 2r~Larcsin (p)
Gumbel v 0-1)/0
FGM 0/3 20/9

Frank | 1—120~" (D (6) — D2 (0)) 1—46-'(1— Dy (0))

ou Dy, (z) est la fonction Debye (ABRAMOWITZ et STEGUN [1970]). La copule Gumbel (ou Gumbel-Houggaard) a
pour expression

C (u1,uz;0) = exp (— {(— Inuy)? + (- 111’(1,2)9] 1/9> (3.41)

Code GAUSS 11 (Distribution et densité de la copule Gumbel)

/*
*x> cdfCopulaGumbel
*ok

*/

proc cdfCopulaGumbel(ul,u2,theta);
retp( exp(-((-1n(ul)) “theta+(-1n(u2)) “theta) " (1./theta)) );
endp;

/*
**x> pdfCopulaGumbel
*%

*/

proc pdfCopulaGumbel (ul,u2,theta);
local ultilde,u2tilde,w,pdf;
ultilde = -1n(ul); u2tilde = -1n(u2);
w = ultilde"“theta + u2tilde”theta;
pdf = ((ultilde .* u2tilde) (theta-1)) .* ((w~(1./theta)) + theta - 1) ./
(w~(2-1./theta)) ./ (ul .* u2);
retp(pdf .* cdfCopulaGumbel(ul,u2,theta));
endp;

Code GAUSS 12 (Distribution des copules Clayton et AMH)

/*
*x> cdfCopulaClayton
*k

*/

proc cdfCopulaClayton(ul,u2,theta);
retp( ( ul”(-theta) + u2~(-theta) - 1)~ (-1./theta) );
endp;

/*
**> cdfCopulaAMH
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* %

*/

proc cdfCopulaAMH(ul,u2,theta);
retp( ul .* u2 ./ (1 - theta .* (1-ul) .* (1-u2) ) );
endp;

Code GAUSS 13 (Calcul analytique des 7 et ¢ de certaines copules)

/*
**> DebyeFunction
*%
*/
proc DebyeFunction(x,k);
local e,D;
__DebyeFunction = k;
e =x .>= 0;
x = abs(x);
D = intquadl(&_DebyeFunction,x’|zeros(l,rows(x))) .* (k ./ (x"k));
D=e .*xD + (1-e) .x D +k .*xx ./ (1 + k));
retp(D);
endp;

proc _DebyeFunction(x) ;

retp( (x"__DebyeFunction) ./ (exp(x) - 1) );
endp;
/*
**> diLogFunction
*ok
*/
proc diLogFunction(x);
local d;
d = intquadl(&_diLogFunction,x’|ones(1,rows(x)));
retp(d);
endp;

proc _diLogFunction(x);
retp( In(x) ./ (1-x) );
endp;

/*
*%> KendallCopulaNormal
*ok

*/

proc KendallCopulaNormal (rho) ;
retp( 2 * arcsin(missex(rho, abs(rho) .> 1)) ./ pi );
endp;

/*
*x> SpearmanCopulaNormal
*ok

*/

proc SpearmanCopulaNormal (rho) ;
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retp( 6 * arcsin(missex(rho, abs(rho) .> 1)/2) ./ pi );
endp;

/*
**> KendallCopulaFGM
*k

*/

proc KendallCopulaFGM(theta) ;
retp( 2 * missex(theta, abs(theta) .> 1) / 9 );
endp;

/*
*x> SpearmanCopulaFGM
*k

*/

proc SpearmanCopulaFGM(theta) ;
retp( missex(theta, abs(theta) .> 1) / 3 );
endp;

/*
*x> KendallCopulaFrank
*ok

*/

proc KendallCopulaFrank(theta);

theta = miss(theta,0);

retp( 1 - 4 .x (1-DebyeFunction(theta,1)) ./ theta );
endp;

/*
**> SpearmanCopulaFrank
*k

*/

proc SpearmanCopulaFrank(theta) ;

theta = miss(theta,0);

retp( 1 - 12 .* (DebyeFunction(theta,1)-DebyeFunction(theta,2)) ./ theta );
endp;

/*
**> KendallCopulaAMH
*k

*/

proc KendallCopulaAMH(theta) ;
local tau;
theta = missex(theta, abs(theta) .>= 1);
tau = (3*theta-2)./ (3*theta) - 2*x((1-theta) 2).*1n(1-theta)./(3*theta~2);
retp( substute(tau,0,theta .== 0) );
endp;

/*
*x> SpearmanCopulaAMH
*ok

*/
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proc SpearmanCopulaAMH(theta) ;
local theta_sqr,varrho;
theta = missex(theta, abs(theta) .>= 1);
theta_sqr = theta”2;
varrho = 12x(1+theta).*diLogFunction(1-theta)./theta_sqr -
24 .x(1-theta) .*1n(1-theta) ./theta_sqr - 3*(theta+12)./theta;
retp(substute(varrho,0,theta .== 0));
endp;

/*
*x> KendallCopulaClayton
*ok

*/

proc KendallCopulaClayton(theta) ;
theta = missex(theta, theta .< 0);
retp( theta ./ (theta + 2) );
endp;

/*
*x> KendallCopulaGumbel
k%

*/

proc KendallCopulaGumbel (theta) ;
theta = missex(theta, theta .< 1);
retp(1 - 1./theta);

endp;

/*
*x> SpearmanCopulaPlackett
*%k

*/

proc SpearmanCopulaPlackett (theta);

theta = missex(theta, theta .< 0);

retp( (theta+1)./(theta-1) - 2xtheta.*1ln(theta)./((theta-1)"2) );
endp;

A titre d’illustration, nous construisons différentes distributions avec les copules Normale, Frank et Gumbel.
Afin de pouvoir les comparer, les parametres des copules ont été calibrés de telle fagon que le tau de Kendall
soit égal a 0.5. Cela veut dire que toutes ces distributions présentent la méme dépendance au sens du tau de
Kendall. Pourtant, nous voyons qu’elles sont difficilement comparables. Cependant, les distributions d’un méme
graphe ont la méme dépendance puisqu’elles ont la méme copule.

Nous pouvons construire des distributions bivariées qui sont encore moins comparables. Méme si les copules
Normale, Frank et Gumbel sont différentes, elles sont d’un certain point de vue assez “similaires”. En fait,
I’ensemble de ces trois copules est trés petit par rapport a ’ensemble des copules C. 11 existe donc des structures
de dépendance qui ne ressemblent pas du tout aux trois copules précédentes. Pour illustrer ce probleme, nous
considérons la région atteignable B (7, ¢) par les statistiques (7, ) qui est définie par

3r=1 0< 1+27—72 >0
,0) € B(1,0) & 2 T 2 - 3.42
(7.0) € B(r,0) { P O (342)

On peut montrer que ces bornes ne peuvent pas étre améliorées et qu’il existe toujours une copule qui correspond
& un point de la frontiere B(7,0) — NELSEN [1999], page 145. Sur le graphique 3.11, nous représentons la
frontiere de B (7, p), ainsi que la zone atteinte par huit familles de copules (Normal, Plackett, Frank, Clayton,
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N(D,1)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 =3 -2 =1

Graphique 3.8. Courbes de niveau de densités bivariées (copule Normale)

Graphique 3.9. Courbes de niveau de densités bivariées (copule Frank)
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(0]
N(0,1) 16(2,1.5)

Graphique 3.10. Courbes de niveau de densités bivariées (copule Gumbel)

Gumbel, Galambos, Husler-Reiss, FGM). Méme en prenant les familles plus courantes B1-B10 de JOE [1997],
nous obtenons la méme conclusion : ces copules occupent une toute petite surface de la région B (7, 9). Du point
de vue des statistiques (7, 0), ces dix familles sont relativement similaires. Cela veut donc dire qu’il existe des
copules qui ont des comportements tres différents de ces dix copules.

Code GAUSS 14 (Distributions des copules Plackett, Galambos et Hiisler-Reiss)

/*
*x> cdfCopulaPlackett
*k

*/

proc cdfCopulaPlackett(ul,u2,theta);

local eta,w;

eta = theta - 1;

w=1+eta .x (ul + u2);

retp( 0.5 * (w - sqrt(w"2 - 4 * theta .* eta .*x ul .x u2)) ./ eta );
endp;

/*
*x> pdfCopulaPlackett
*%k

*/

proc pdfCopulaPlackett(ul,u2,theta);

local eta,w;

eta = theta - 1;

w=1+eta .x (ul + u2);

retp( theta .* (w - 2 * eta .* ul .* u2) ./ ( (w"2 - 4 x theta .* eta .x ul .x u2) “1.5 ) );
endp;

/*
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Graphique 3.11. Région atteignable des statistiques (7, o)

*x> cdfCopulaGalambos
*k

*/

proc cdfCopulaGalambos(ul,u2,theta);

local ultilde,u2tilde;

ultilde = -1n(ul);

u2tilde = -1n(u2);

retp( ul .*x u2 .* exp( (uiltilde”(-theta) + u2tilde”(-theta)) (-1./theta) ) );
endp;

/*
*x> cdfCopulaHuslerReiss
*%

*/

proc cdfCopulaHuslerReiss(ul,u2,theta);

local ultilde,u2tilde,phil,phi2;

ultilde = -1n(ul);

u2tilde = -1n(u2);

phil = 1./theta + 0.5xtheta.*Iln(ultilde./u2tilde);

phi2 = 1./theta + 0.5xtheta.*1n(u2tilde./ultilde);

retp( exp( (-ultilde .* cdfn(phil)) + (-u2tilde .* cdfn(phi2)) ) );
endp;

Code GAUSS 15 (Bornes B (1, 0))
/*

*x> KendallSpearmanBounds
*k

*/
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proc (2) = KendallSpearmanBounds(tau);
local e,LowerBound,UpperBound;
e = tau .>= 0;
LowerBound = 0.5%(3*tau-1) .* e + 0.5%(tau"2 + 2*tau - 1) .* (1-e);
UpperBound = 0.5%(3*tau+l) .* (l1-e) + 0.5%(-tau"2 + 2xtau + 1) .* e;
retp(LowerBound , UpperBound) ;

endp;

3.6 Autres concepts de dépendance

Il existe de nombreux concepts de dépendance (voir par exemple HUTCHINSON et LAT [1990]). Nous pouvons
ainsi citer la dépendance positive par quadrant (Positively Quadrant Dependence ou PQD). Deux variables
aléatoires (X1, X5) sont dites PQD si et seulement si nous vérifions la propriété suivante :

Pr{X; <uz1,Xs <2} >Pr{X; < a1} Pr{Xs <o} (3.43)
pour tout (z1,72) € R% Cette condition est équivalente a
C (X1, Xy) = C* (3.44)
De méme, la dépendence négative par quadrant (Negatively Quadrant Dependence ou NQD) correspond &
C (X, X,) <Ct (3.45)

Nous avons déja évoqué ce type de dépendances. Plus simplement, nous dirons que C (X7, X5) est une structure
de dépendance positive (PQD) ou négative (NQD). Comme 'ordre de concordance n’est pas un ordre total,
une copule peut étre ni PQD ni NQD.

Exemple 9 La copule Normale est PQD si le paramétre prend une valeur positive, et NQD dans le cas
contraire. C’est aussi le cas de la copule Frank.

Exercice 3 Montrer que la copule Gumbel est PQD.

Vous pouvez consulter HUTCHINSON et LAI [1990] ou NELSEN [1990] pour d’autres concepts de dépendance.

3.7 La dépendance de queue (tail dependence)

La théorie unidimensionnelle des valeurs extrémes est fortement liée au comportement asymptotique de la
distribution F. Soit T et ™ les points droit et gauche du support de F, c’est-a-dire

vt =sup{r:F () <1} (3.46)
et
x” =inf{z: F (z) > 0} (3.47)

La notion de queue épaisse (heavy tail) caractérise (au sens de la théorie des valeurs extrémes) le com-
portement de F au point T ou . Cette caractérisation est liée & la propriété de variation réguliere de F.

Définition 7 Une fonction f est dite a variation réguliere d’indice o et on note f € RV, si pour tout x > 0,
on a

t

lim ! (t) =z
t—oo f(t)

Les max-domaines d’attraction de la distribution Fréchet ®, ou Weibull ¥, peuvent alors étre définis de la facon

suivante (pour la distribution du maximum) :

Théoreme 5 F € MDA (®,,) si et seulement si 1 — F € RV_,. F € MDA (¥,) si et seulement si 1 —
F(zT —27') €RV_, et 2t < 0.

(3.48)
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Dans le cas multidimensionnel, le probleme est plus difficile puisque nous devons caractériser le comportement
deF (zy,...,z,)aupoint (zf,...,z;). La décomposition canonique F (z1, ... ,2,,) = C (Fy (z1),... , Fy (z3))
permet de simplifier largement ce probleme :

1. Pexistence des queues épaisses ‘unidimensionnelles’ est donnée par les résultats précédents ;

2. la question de la dépendance (ou de la ‘corrélation’) de ces queues fait appel a la notion de tail dependence.

Définition 8 Si une copule bivariée C est telle que la limite

lim C (u,u) — lim 1—2u+ C(u,u)

u—l1- 1—u u—1- 1—u

=A (3.49)
existe, alors C a une dépendance de queue (upper tail dependence) si A € (0,1] et n’a pas de dépendance de
queue si A = 0.

Dans le cas des queues gauches, nous avons un théoreme analogue (JOE [1997]) :
Définition 9 Si une copule bivariée C est telle que la limite

lim 70 (u, u)

u—0+ u

= (3.50)

existe, alors C a une dépendance de queue (lower tail dependence) si A € (0,1] et n’a pas de dépendance de
queue si A = 0.

Remarque 13 Pour distinguer les notions upper tail dependence et lower tail dependence, JOE [1997] note
respectivement les mesures Ay et Ar,.

Remarque 14 D’un point de vue probabiliste, nous avons

Au = 111{17 Pr{U; >u|U; > u} (3.51)
et
A = 11%1Jr PI‘{UQ <u | U, < u} (352)

Exemple 10 Pour la copule produit Ct, nous avons

.1 —2u+u?
S R v
= liml(l—u)
_ 0 (3.53)

Pour la copule CT, nous obtenons

1 —2u + min (u, u)

Avoo= il—>ml 1—u
1 —-2u+u
= hmi
u—1 1—u
_ (3.54)

Notons que pour la copule C~, la dépendance de queue est nulle

. 1—2u+max(2u—1,0)
lim
u—1 1—u

= 0 (3.55)

AU
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Exemple 11 Pour la copule produit CL, nous avons
/\L = lim —
= 0 (3.56)
Pour la copule CT, nous obtenons
/\L = lim

_ 1 (3.57)

Notons que pour la copule C~, la dépendance de queue est nulle

2u—1
A, = lim mex2u-10)
u—0 u
- 0 (3.58)

Dans le cas des copules C~, C* et C*, nous avons A\;, = A\yy. Néanmoins, cela n’est pas toujours le cas. Nous
pouvons avoir une copule qui a une dépendance upper tail sans posséder une dépendance lower tail. Considérons
par exemple la copule Gumbel. Nous avons

0 0 1/6
C (uy,u2;0) =exp | — [(flnul) + (—Inwug) ] (3.59)
Nous en déduisons que
1—2u+ w2’
Ay = lim —MM—
v ul—>ml 1—u
—94 21/9u21/9—1
= lim
u—1 —1
= 22!/ (3.60)
et
91/6
vt
= 0 (3.61)

La copule Gumbel posséde donc une dépendance upper tail mais pas une dépendance lower tail. Considérons
maintenant la copule Clayton. Nous avons

C(ur,uz:0) = (u7? +u;? -1 1/ 3.62
1 2
Nous en déduisons que
1—2u+ (2u?—1)°
Ay = lim
u—1 1—u
24 2(2uf —1) T e
= lim
u—1 -1
94 2(2 )0
= lim ( Y )
u—1 —1
= 0 (3.63)
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et

)
Ay = lim~— /1
u—0 u
. ~1/6
= (2
= 277 (3.64)

Revenons sur la siginification de la mesure de dépendance upper tail. Considérons la mesure de dépendance
quantile-quantile suivante :

Aa)=Pr{Xs>F;' ()| X1 >F;" (o)} (3.65)

C’est la probabilité conditionnelle que X est plus grand que le quantile F5 ! () sachant que X est plus grand
que le quantile F; ! (). Ces deux quantiles correspondent au méme seuil . Nous avons

AMa) = Pr{Xo>F;' (a)| X; >F' ()}
Pr{X,>F;'(a), X1 >F' (@)}
Pr{X; >F{'(a)}
Pr{F; (X2) > a,F; (X;) > a}
Pr{F; (X;1) > a}
1-Pr{F;(X;) <a}—Pr{Fs(Xs) <a}+Pr{F;(X3) <o,F; (X1) <a}
1—Pr{F, (X)) <a}

1-2a+C(a,a)

= 3.66
o (3.66)

La mesure de dépendance A est donc la limite de cette probabilité conditionnelle lorsque « tend vers 1 :
A= lim A(a) = lim Pr{X,>F;'(a)| X1 >F;' (@)} (3.67)

u—1- u—1-

C’est donc la probabilité que Xo est extréme sachant que X; est extréme. Comme c’est une probabilité, nous
vérifions que

Ae0,1] (3.68)

Si cette probabilité est nulle, apparition d’un extréme en X; n’a pas d’influence sur ’apparition d’un extréme
en Xs. Nous pouvons dire que les extrémes ne sont pas corrélés. Si A est égal a 1, la probabilité est égale a 1.
Les extrémes sont parfaitement dépendants ou corrélés.

Remarque 15 Comme nous le verrons dans le chapitre sur les copules de valeurs extrémes, \ est une mesure

de ‘corrélation’.

Remarque 16 Considérons deur marchés financiers dont les pertes journaliéres sont modélisées par les va-
riables aléatoires X1 et Xo. Nous cherchons a calculer la probabilité de dépasser la valeur en risque sur un des
marchés sachant que celle-ci a été dépassée sur l’autre marché. Nous avons

Pr{X, > VaR, (X2) | X1 > VaR, (X1)} = Pr{Xo>F;'(a)| X1 >F;' (o)}
— ) (3.69)

Remarque 17 La mesure X («) est appelée ”quantile-quantile dependence measure” par COLES, CURRIE et
TAWN [1999]. Nous pouvons aussi définir une mesure de dépendance quantile-quantile lorsque « tend vers zéro :

AMa) =Pr{Xs <F;'(a)| X1 <F;'(a)} (3.70)

Afin de distinguer ces deuxz mesures, nous les notons respectivement Ay (a) et Ap («). Nous verrons que la
mesure A, (a) joue un réle important dans la modélisation des survies multidimensionnelles, et donc dans le
risque de crédit.
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Code GAUSS 16 (Dépendances quantile-quantile upper et lower)

/*
*x> qqUpperCopula
k%

*/

proc (1) = qqUpperCopula(Copula,u);

local Copula:proc;

retp( (1 - 2.*%u + Copula(u,u)) ./ (1-u) );
endp;

/*
**> qqlLowerCopula
*k

*/

proc (1) = gqLowerCopula(Copula,u);
local Copula:proc;
retp( Copula(u,u) ./ u );

endp;

Sur le graphique 3.12, nous représentons les mesures A\y («) et Ar () pour les copules Gumbel et Clayton.
Les parametres sont calibrés en fonction du tau de Kendall. Nous pouvons comparer la mesure Ay de la copule
Gumbel avec la mesure \p, de la copule Clayton. Nous remarquons que pour la copule Gumbel, nous avons une
relation relativement linéaire entre A et 7, ce qui n’est pas le cas de la copule Clayton. A premiere vue, il
semble incohérent de comparer ces deux mesures. Néanmoins, comme nous le verrons dans le chapitre sur la
modélisation des survies multidimensionnelles, celles-ci sont tres liées.
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Graphique 3.12. Mesures de dépendance Ay («) et Ar (a)
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Graphique 3.13. Comparaison des dépendances de queues des copules Gumbel et Clayton

3.8 Reperes historiques

C’est a la fin des années 1970 que les études sur les copules et les variables aléatoires ont débutées. Ainsi,
SCHWEIZER et WOLFF [1976] proposent de remplacer l'axiomatique d’Alfred Rényi pour définir une mesure de
dépendance par une axiomatique basée sur les copules. Schweizer et Wolff prolongent ces travaux dans I’article
publié dans Annals of Statistics. C’est véritablement dans cet article qu’ils prennent conscience que la copule
est la fonction de dépendance des variables aléatoires :

[...] the copula is invariant while the margins may be changed at will, it follows that is precisely
the copula which captures those properties of the joint distribution which are invariant under a.s.
strickly increasing transformations (SCHWEIZER and WOLFF [1981]).

A la méme période, Paul Deheuvels développe de facon indépendante tout un ensemble de travaux sur une
fonction de dépendance D (uy, ... ,u,) qui n’est rien d’autre que la fonction copule C (uy,... ,u,). De méme,
I’ensemble ® correspond a I’ensemble C. Les articles de Deheuvels sont trés denses et contiennent de nombreux
résultats. Il montre le lien explicite entre les copules et les statistiques de rangs multivariés. Par exemple, il
donne les expressions du tau de Kendall et du rho de Spearman (Théoréme 5 et Corollaire 1 page 102 dans les
Lecture Notes in Mathematics de 1980), mais aussi reformule de nombreux tests d’indépendance et en propose
d’autres (voir annexe C page 199).
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4

Les copules paramétriques

Dans ce chapitre, nous étudions quelques copules paramétriques, c’est-a-dire des fonctions qui dépendent d’un
ou plusieurs parametres. Ces copules sont d’'un grand intérét pour la gestion des risques car elles permettent de
construire des modeles paramétriques ou semiparamétriques. L’estimation des parametres est abordée dans un

prochain chapitre.

4.1 Les copules Archimédiennes

Graphique 4.1. Christian Genest

Les copules Archimédiennes sont indiscutablement associées au sta-
tisticien canadien Christian Genest. Ce n’est pas lui qui les a inventées,
mais il est le premier & avoir adopté une analyse statistique de ces
fonctions copules. Et ses nombreuses publications (voir les références
en fin de chapitre) ont largement contribué a les faire connaitre. En
fait, ces copules archimédiennes dérivent des t-normes archimédiennes
de LING [1965]. Comme il existe un lien tres fort entre copules et t-
normes, la construction de ces copules est immédiate (SCHWEIZER et
SKLAR [1983]).

GENEST et MACKAY [1986] définissent une copule Archimédienne
(Archimedean copula) de la fagon suivante :

C (uy,uz) = { 5—1 (¢ (u1) + ¢ (u2)) :ngglgul) + ¢ (uz) < ¢ (0)

(4.1)

avec o une fonction de classe C? qui vérifie p (1) = 0, ¢’ (u) < 0 et
¢ (u) > 0 pour tout u € [0,1]. ¢ (u) est appelé le générateur (ou
la fonction génératrice) de la copule. Ce générateur est dit strict si
¢ (0) = oo et non-strict si ¢ (0) < oo. Pour étre précis, les copules
construites de cette fagon utilisent un générateur additif. GENEST et
MAcCKAY [1986] introduisent le générateur A\ en posant

A(u) = exp (=@ (u)) (4.2)

Dans ce cas, la copule Archimédienne C (u1,us) = @1 (¢ (u1) + ¢ (u2)) s’écrit

C (Ul, Ug)

A (exp— (= In A (u1) — In A (u2)))
ATHO (un) A (uz)) (4.3)



A (u) est un générateur multiplicatif. GENEST et MACKAY [1986] introduisent les copules Archimédiennes
d’une fagon originale en partant du cas indépendant :

La fonction de répartition définie par
(jl (Ul, ’IL2> = Ui1U2 (44)

est sans doute la copule la plus élémentaire de toutes les copules, puisqu’elle correspond au cas
exceptionnel ou les variables aléatoires Uy et Us sont indépendantes. Dans cet article, nous voulons
envisager la situation beaucoup plus générale dans laquelle U; et Us ne sont pas indépendantes,
mais plutot le deviennent une fois que ’échelle de probabilité originale a été transformée.

De fagon plus spécifique, considérons une fonction strictement croissante et continue X : [0, 1] — [0, 1]
telle que X\ (0) =0 et A (1) = 1, et supposons que

)\(PI’ {Ul < U17U2 < UQ}) = )\(Pr {U1 < ul}) X )\(Pr {UQ < ’LLQ}) (45)

pour tout (u1,us) € [0, 1]2. Si A (u) = u, les variables Uy et Uy sont alors indépendantes au sens ot
on 'entend habituellement.

En posant ¢ (u) = —In X (u) pour u € [0,1], on peut réécrire la condition (4.5) comme suit :

¢ (C(u1,uz)) = ¢ (u1) + ¢ (uz) (4.6)

ott C (uy,uz) = Pr{U; <uy,Us < uz} (GENEST et MACKAY [1986], page 146).

Les copules Archimédiennes jouent un roéle important car elles présentent de nombreuses propriétés intéressantes.
Par exemple, GENEST et MACKAY [1986] donnent une caractérisation d’une copule Archimédienne en utilisant
le critere d’Abel :

Théoréme 6 Une copule C est Archimédienne si elle posséde deux dérivées partielles et s’il existe une applica-

tion intégrable ¢ : (0,1) — (0,00) telle que

¢ lug) PEGL1E) _ ) OE L) @)

pour tout (ui,u2) € [0, 1]2. Le cas échéant, lapplication ¢ qui engendre C est donnée (& une constante pres)
par ¢ (u) :fulC(u) du, 0 <u <1.

Voici d’autres propriétés (Théoremes 4.1.5 et 4.16 de NELSEN [1999]) :
— C est symétrique, i.e. C(uy,us) = C (ug,uq).
— C est associative, i.e. C(ug,C (u1,u3)) = C(C (u1,usz),us).
— La section diagonale ¢ (u) = C (u,u) vérifie 6 (u) < u pour tout u € (0, 1).

— Si une copule C est associative et 0 (u) < u pour tout u € (0, 1), alors C est Archimédienne.

Dans le tableau suivant, nous donnons quelques exemples de copules Archimédiennes (nous utilisons les nota-

tions de JOE [1997] pour étre plus concis : 4 =1—u et & = —1Inu) :
Copule ¢ (u) C (u1, u2)
ct —Inu U U2
g ~0 | ~0\1/0
Gumbel (—=Inw) exp (— (af +af)
_bu efeu _ efeu _
Frank —In ee,es__ll —% In <1 + ( i ei)g(_l 2-1)
0 =0 4 =0 _ -0-0\1/0
Joe —ln(l—(l—u) ) 1— (af + uf — uful)
Clayton u? -1 (ur? +uy? — 1)_1/(9

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 56



Exemple 12 Si o (u) = (—In u)a, alors ¢~ (u) = exp (—ul/‘)) et

C (u1,us) = exp (— ((— Inu)? + (- lnug)o) 1/0> (4.8)

Nous retrouvons bien la copule Gumbel. Pour 6 égal a 0, nous obtenons Ct et pour 6 égal a oo, nous obtenons
C*.

Exemple 13 Si ¢ (u) =u~' — 1, alors o~ (u) = (1 +u) " et

-1

C(u,uz) = (14 (uy'—1+u;'—1))
= (u'+u' - 1)_1
_ o wmu (4.9)
Ul + Uy — ULU2
Nous retrouvons bien la copule Gumbel Logistic.
La copule C* est Archimédienne et nous avons ¢ (u) = — Inu. Concernant les copules Fréchet, seule C~ est
Archimédienne. Posons ¢ (u) = 1 — u. Nous avons
l—u siu<l
1 >
v (W) { 0 sinon
= max (1 —u,0) (4.10)
Nous en déduisons que
C(u1,uz) = max(l—(1—wuy)—(1—us2),0)
= max (u; +ug —1,0)
= C~ (Ul, 'LLQ) (411)

Pour pouver que C~ est Archimédienne, nous pouvons aussi utiliser le critere d’Abel (GENEST et MACKAY
[1986]). Nous devons vérifier que

o (1) 7 (ai: 12) g (ur) 2 g:; -
Or ¢ (u) = —1et
0C (uy,uz)  Omax(u; +up —1,0)
ouy Ouy
- {5 g 112
Nous en déduisons que
—1x1{u; +us <1} =-1x1{u; +us <1} (4.13)

En introduction, nous avons dit que les copules Archimédiennes sont intéressantes, car elles sont trés maniables
pour les calculs. Par exemple, GENEST et MACKAY [1986] montrent que le tau de Kendall s’écrit

B Yo (u)
7_1+4/0 oy (4.14)

et que la densité de la copule a pour expression

9" (C (u1,u2)) ¢’ (u1) ¢’ (u2)
[ (C (u1,u2)))?

c(ug,ug) = — (4.15)
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Exemple 14 Considérons la copule Clayton. Nous avons ¢ (u) = u=% — 1 et ¢/ (u) = —Ou=9"1. Nous en
déduisons que

_ (4.16)

Il est possible de construire des copules Archimédiennes multidimensionnelles. Dans ce cas, nous avons

C (U, un) =0 (o) + ...+ ¢ (u)) (4.17)

Nénamoins, C est une copule a la seule condition que ¢ ~!

et SKLAR [1983)) :

est une fonction completement monotone (SCHWEIZER

dk
B AT

Par exemple, la copule Gumbel multidimensionnelle a pour expression :

C (u1,...,uy) =exp (— ((— muy)’ + ...+ (— lnun)e) 1/0) (4.19)

e ()20 k>1 (4.18)

4.2 La copule Normale

La copule Normale est la copule associée a la distribution normale multidimensionnelle :

Définition 10 Soit p une matrice diagonale définie positive avec diagp = 1 et ®, la distribution normale
multivariée standard de matrice de corrélation p. La copule Normale est alors définie de la fagcon suivante :

C (U, ,un;p) =P, (27" (ur),..., 27" (up)) (4.20)
Théoreme 7 La densité de la copule Normale est
1 1
c(ur, .. yUn,;p) = — exp (—2<T (p~' -1 c) (4.21)
ol

avec 6; = ®~1 (u;) et I la matrice identité de dimension (n X n).

Preuve. Utilisons la relation qui relie la densité multivariée, les densités univariées et la densité de la copule

n

f(xla s 7xn) = C(Fl (1'1)7' e aFn (xn))Hfz (xl) (422)

=1

et appliquons cette relation a la densité de la distribution normale multivariée :

W exp (—;pr‘lx) =c(®(21),...,Pp () (f[l \/% exp (—;7322)) (4.23)

Nous en déduisons que

E I RASAA
c(ugy. .. ,up) = T . (4.24)
@m3 FPLTas
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Code GAUSS 17 (Distribution et densité de la copule Normale)
/*

**> cdfCopulaNormal
*k

*/

proc cdfCopulaNormal (u,rho);
retp( cdfmvn(cdfni(u’),rho)’ );
endp;

/*
*x> pdfCopulaNormal
*k

*/

proc pdfCopulaNormal (u,rho) ;
local varsigma,rho_inv,r,i,cdf;

varsigma = cdfni(u)’;

rho_inv = invpd(rho) - eye(cols(u));

r = rows(u);

cdf = zeros(r,1);

i=1;

do until i > r;
cdf [i] = exp(-0.5 * varsigmal.,i]’ * rho_inv * varsigmal.,i]);
i=1i+1;

endo;

retp( cdf / sqrt(det(rho)) );
endp;

Dans le cas bivarié, nous obtenons

2. 2 9 2, 9
7§1 + ¢ PS162 S1 +§2) (425)

1
C(Ul,UQ;P)eXP< +
V1=p? 2(1-p?) 2
Nous en déduisons que

LG =205 6

Uy u2 1
C (u1, us; :/ / ——€X ( + )dx dz 4.26
( 1 2 p) 0 0 m p 9 (1 — p2) 2 1 2 ( )

avec ¢ = @71 (z1) et o = &1 (x5). Si nous utilisons la décomposition canonique d’une distribution bivariée,
une autre expression de C est

_x% + 23 — 2pw1 29

O (u1) 7 (u2) 1
Clmusp= [ [ mp( ) dedn (#27)

Cependant, les expressions (4.26) et (4.27) sont difficiles & manier pour les calculs, ce qui n’est pas le cas de
I’expression suivante! :

Théoreme 8 La distribution de la copule Normale bivariée est

e (e ) e @)
C(ul,uQ,p)—/o <I>< NS )d (4.28)

1La formule suivante m’a été suggérée par Jean-Frédéric Jouanin.
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Preuve. Soient X = (X1, X2) un vecteur aléatoire gaussien standard dont la corrélation est p et X3 une
variable gaussienne indépendante de X; et X5. Nous avons

®(z1,22;p) = Pr{Xi <z, Xo <o}
- E[Pr{Xlle,pX1+\/l—p2X3§:U2|X1H

= " T2 pr z) dz
_ /_Ooq>< 1_p2>¢()d (4.29)

L’expression de la distribution de la copule Normale est donc

<I>_1(u1) —1 uy) — px
C(ur,ug;p) = L o (W) ¢ (x) dz
(27 (ug) — p®7 ! (u)
/0 ¢< = ) du (4.30)

La copule Normale s’avére trés maniable pour les calculs (un peu comme la distribution normale multivariée).
Par exemple, nous pouvons calculer explicitement le tau de Kendall

2
T = — arcsin p (4.31)
7T
et le rho de Spearman
6
0 = — arcsin L (4.32)
T 2

En utilisant I’équation (4.28), la distribution conditionnelle Cy; (u1,uz) est

Co1 (ur,u2) = hC(ur,uz)
! (ug) — p@ ! (wa)
= & 4.33
( 5 ) (4.33)

Nous pouvons utiliser ce résultat pour étendre les résultats classiques de la régression quantile linéaire. Nous
notons s = q (z1; @) la régression quantile de X5 sur X :

ro=qa;a) o Pr{Xs <z | X1 =21} =« (4.34)
Soient U; = F; (X1) et Uy = F5 (X3). Nous avons
Pr{X, <F;'(u2) | X1 =F]" (1)} =« (4.35)

avec r; = F1_1 (u1) et xo = F2_1 (uz). La régression quantile de Xs sur X; revient donc & résoudre le probleme
suivant

Pr{Us <us |U1=w1} =« (4.36)
ou encore
01 C (ur,u2) =« (4.37)
Si nous notons us = q* (u1; @) la solution de cette équation, nous avons
wy =F3 " (g (Fi (21);0)) (4.38)

et donc q (z;a) = F5 ' (q* (Fy (z) ;).

Remarque 18 La régression quantile (et médiane) est donc un probléme statistique de copules.
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Dans le cas de la distribution normale bivariée, nous savons que la régression quantile de X5 sur X est
_ 02 285/ —1 g2
w2 = (2= p st V1= 0T ()| 4ot
1 1
= a(a)+bX, (4.39)

La régression est donc linéaire (tout comme le probleme de la régression espérance conditionnelle qui est
traditionnellement appelée régression linéaire). Dans le cas de la copule Normale, nous avons

V1= p?

Prﬂ&<z@|U1:ug::¢<®_wuﬁ_”@_w“”> (4.40)

L’expression de la fonction quantile us = q* (u1; @) est donc
u2::¢(p@*1u”)+ 1-,#@*1@m) (4.41)

Introduisons la transformée W :
Définition 11 Nowus définissons l'opérateur ¥ de la facon suivante :
U[F] : R—R
z— U[F](z) =@ ! (F(x)) (4.42)
Nous notons aussi W=1 lopérateur inverse (gauche) (V=1 oW =1), i.e. W71 [F](z) = F~1(® (x)).

Nous avons vu que la régression quantile est linéaire dans le cas gaussien. Dans le cas de la copule Normale,
cette régression reste linéaire dans ’espace de projection W.

Remarque 19 Si nous supposons que seule la copule est Normale (sans faire d’hypotheses sur les marginales),
nous pouvons utitliser l'algorithme de Portnoy-Koenker avec les variables aléatoires Y; = W [F;] (X;). Soient a
et b les estimateurs de la régression linéaire

Yo=a+bY1+U
4.43
{Pr{YQSyﬂYl:yl}:a (4.43)

La régression quantile de Xo sur X, est alors
4X2:¥V4{Fﬂ(&+EW[Fﬂ(X1» (4.44)
Concernant la dépendance de queue, nous avons
_ _J 0 sip<«l1

)\U—)\L—{l sip=1 (4.45)

La copule Normale ne permet donc pas de ‘corréler’ les valeurs extrémes (voir le graphique 4.2).

4.3 La copule t de Student

Comme pour la copule Normale, la copule t (ou la copule Student) est la fonction de dépendance associée a
la distribution t multidimensionnelle.

Définition 12 Soit p une matrice diagonale définie positive avec diagp = 1 et t,, la distribution de Student
multivariée standard a v degrés de liberté et de matrice de corrélation p. La copule Student est alors définie de
la fagcon suivante :

C(ut, .. un;pv) =ty ()" (1), t, " (un)) (4.46)
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Graphique 4.2. Mesure de dépendance Ay («) de la copule Normale
Théoréme 9 La densité de la copule Student est
I (2n) [ g)}n (1+LTp —ugn
. 1 2 2 LS P g)
C(u17~-~7unﬂp) ‘p‘ 1\ M) n 1
F( 2 )] F(i) H 1+ﬁ N
v

avec s; =t (u;).

Preuve. C’est le méme raisonnement que celui utilisé pour la copule Normale. m

Nous avons

U+n |p| 1 _ u-gn
tpy (@1, ,2n) / / e (1+ —y'p” y) dy
Dans le cas bivarié, nous en déduisons que I'expression de la copule est
t (ua) ety (u2) 1 2 2_9 Tz
C(ul,ug;p, U) = / / (1 + 1 +.T2 2)1‘1.772) diL'l d,TQ
e o 2my/1— p2 v(l—p?)

Comme pour la copule Normale, nous pouvons obtenir une autre expression beaucoup plus maniable
(X1,X2) est un vecteur aléatoire de distribution t,,, alors conditionnellement & Xy = z1, nous avons

I/+1 1/2
(v+ﬁ>

La distribution condionnelle Cy|y (u1,u2) est donc

X2 — PT1

V1—p?

~ tl/+1

1/2
v+1 t; ! (ug) — pt;t(u
Cg‘l (U1,u2;071/) :ty-‘,—l < 1 2) ( 2) L 5 ( 1)
v+ [t (u1)] L—p

(4.47)

(4.48)

(4.49)

.S X =

(4.50)

(4.51)
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Nous en déduisons que

1/2
“ v+1 t; ! (ug) — pt;t(u)
C (u1,uz; p,v) = / tuy L i du (4.52)
o T V—%[til(u1ﬂ2 V1—p?

Pour calculer numériquement la distribution de la copule Student, nous utilisons la bibliotheque MVT qui est
une interface DLL des procédures Fortran développées par Alan Genz (GENZ et BRETZ [1999], GENZ et BRETZ
[2000], RONCALLI [2001]).

Code GAUSS 18 (Distribution et densité de la copule Student)

/*
**x> cdft
*x

*/

proc cdft(x,nu);
retp( 1 - cdftc(x,nu) );
endp;

/*
*x> cdfti
*x

*/

proc cdfti(p,nu);
retp( cdftci(l-p,nu) );
endp;

/*
*x> cdfCopulaStudent
*%

*/

proc cdfCopulaStudent (u,rho,nu);
local cdf,err,retcode;
{cdf,err,retcode} = cdfmvt(cdfti(u,nu),rho,nu);
retp(cdf);

endp;

/*
*x> pdfCopulaStudent
k%

*/

proc pdfCopulaStudent (u,rho,nu);
local n,rho_inv,rho_det,varsigma,r,pdf,i;
n = cols(u);
rho_inv = invpd(rho);
rho_det = detl;
varsigma = cdfti(u,nu)’;
r = rows(u);
pdf = zeros(r,1);

i=1;

do until i > r;
pdf[i] = (1 + varsigmal.,i]’ * rho_inv * varsigmal.,i] / nu)”(-(nut+n)/2);
i=1+1;

endo;
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retp( pdf ./ prodc( (1+varsigma”2/nu)”(-(nu+1)/2) ) * gamma( (nu+n)/2 ) *
gamma( nu/2 )~ (n-1) / gamma( (nu+1)/2 )"n / sqrt(rho_det) );
endp;

/*
*x> cdfCopulaStudent?2
k%

*/

proc cdfCopulaStudent2(ul,u2,rho,nu);
retp( cdfbvt(cdfti(ul,nu),cdfti(u2,nu),rho,nu) );
endp;

/*
**x> pdfCopulaStudent?2
*k

*/

proc pdfCopulaStudent2(ul,u2,rho,nu);
local varsigmal,varsigma2,varsigmal_sqr,varsigma2_sqr,rho_sqr,qF;
varsigmal = cdfti(ul,nu); varsigma2 = cdfti(u2,nu);
varsigmal_sqr = varsigmal”2; varsigma2_sqr = varsigma2”2;
rho_sqr = rho~2;
qF = varsigmal_sqr + varsigma2_sqr - 2*rho.*varsigmal.*varsigma2;
retp( 0.5 * (1 + gF./(1-rho_sqr)./nu) " (-(au+2)/2) ./
( (1 + varsigmal_sqr./nu).*(1 + varsigma2_sqr./nu) )~ (-(nu+l)/2) .*
gamma( nu/2 )°2 .* nu ./ sqrt(l-rho_sqr) ./ gamma( (nu+1)/2 )°2 );
endp;

/*
**> cdfConditionalCopulaStudent2
*ok

*/

proc cdfConditionalCopulaStudent2(ul,u2,rho,nu);

local t1,t2,cdf;

t1l = cdfti(ul,nu);

t2 = cdfti(u2,nu);

retp( cdft(sqrt((nu+l) ./ (nu+tl1~2)) .* (t2-rho.*tl) ./ sqrt(il-rho~2),nu+l) );
endp;

Concernant les mesures de concordance 7 et g, il n’existe pas (& ma connaissance) d’expression analytique
de celles-ci. Néanmoins, il semble que le tau de Kendall de la copule Student soit exactement le méme que
celui de la copule Normale (c’est ce que nous constatons numériquement). Concernant le rho de Spearman, nous
remarquons numériquement que gt > pg pour une corrélation négative et oy < pg pour une corrélation positive.

Code GAUSS 19 (Calcul numérique des 7 et ¢ de de la copule Student)
/*

**> SpearmanCopulaStudent
*k

*/

proc SpearmanCopulaStudent (rho,nu) ;
local r,c,i,j,varrho;

maxc (rows (rho) |rows(nu)) ;
maxc(cols(rho) |cols(nu));

(eI}
]
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Graphique 4.3. Diagramme (7, 0) de la copule Student

rho = rho .* ones(r,c);
nu = nu .* ones(r,c);
varrho = zeros(r,c);

i=1;
do until i > r;
j=1
do until j > c;
_CopulaParameters = rhol[i,j]|nuli,jl;
varrho[i,j] = SpearmanCopula(&_cdfCopulaStudent2) ;
i=i+ L
endo;
i=1i+1;
endo;

retp(varrho);
endp;

proc _cdfCopulaStudent2(ul,u2);

retp( cdfCopulaStudent2(ul,u2,_CopulaParameters[1],_CopulaParameters[2]) );
endp;

/*
**> KendallCopulaStudent
*k

*/

proc KendallCopulaStudent (rho,nu);
local r,c,i,j,tau;
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r = maxc(rows(rho) |rows(nu));
¢ = maxc(cols(zrho) |cols(nu));

rho = rho .* ones(r,c);
nu = nu .* ones(r,c);
tau = zeros(r,c);

i=1;
do until i > r;
j=1
do until j > c;
_CopulaParameters = rholi,j]|nuli,j];
tauli,j] = 1 - 4 * intquad2(&_KendallCopulaStudent,1]0,1]0);
i=i+t1
endo;
i=1i+1;
endo;

retp(tau);
endp;

proc _KendallCopulaStudent(ul,u2);
local dC1,dC2;
dC1 = cdfConditionalCopulaStudent2(ul,u2,_CopulaParameters[1],_CopulaParameters[2]);
dC2 = cdfConditionalCopulaStudent2(u2,ul,_CopulaParameters[1],_CopulaParameters[2]);
retp( dC1 .* dC2 );

endp;

Concernant la dépendance de queue, nous avons

o = lim S
u—l1- 1—u
B . dC (u,u)
N _uligl— du
= - linlrl_ (=24 01C (u,u) + 92C (u, u))
= hI{l_ (PI‘ {U2 >Uu ‘ U, = u} + PI‘{Ul > U | U; = u}) (453)

Comme la copule Student est symétrique, nous avons

A = 2 111{1 PI‘{U2>’U,‘U1:U}
u—1-

1/2
1 t, ! (u) —pt !

— 2.2 lim ty4 i v (W) = ety ()
u—1- v+ [to ! (u)] 1—p?

5 N1/
- 2—2ty+1<((—’_(11)+(1mp)) ) (4.54)

Nous en déduisons que

) >0 sip>-—1
AU { 0 sip—=—1 (4.55)

Nous obtenons donc un comportement trés différent de celui de la copule Normale (voir les graphiques 4.4 et
4.5).
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Graphique 4.4. Mesure de dépendance Ay («) de la copule Student (v = 1)
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Graphique 4.5. Mesure de dépendance Ay («) de la copule Student (v = 4)
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4.4 Comparaison des copules Normale et Student

Nous avons vu que les copules Normale et Student sont tres différentes du point de vue de la dépendance de
queue (& titre complémentaire, nous représentons les relations entre v et A d’une part, et p et A d’autre part
sur les graphiques 4.6 et 4.7). Pour la copule Normale, il n’est pas possible de calibrer le parametre p a partir
de la mesure \. Pour la copule Student, nous avons

(4.56)

-1 AN 2
_l+v— (8,4, (1-3))
o -1 AV)2
L+v+ (t,4 (1-3))
Par exemple, le graphique 4.8 indique les valeurs calibrées de p pour une valeur donnée de A. Nous voyons que
ce parametre p dépend tres fortement de v, et n’est pas stable par rapport a ce dernier parametre.
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Graphique 4.6. Mesure de dépendance X de la copule Student — relation entre v et A

La copule Normale est un cas particulier de la copule Student lorsque v — oco. Souvent, ces deux copules sont
comparées pour une valeur donnée de p. Il convient d’étre tres prudent avec ces types de comparaison. En effet,
considérons la cas ‘indépendant’ p = 0. Pour la copule Normale, nous avons

C,—o=C* (4.57)

Pour la copule Student, nous avons

Cp:O,V 7& CL (458)

En effet, si la copule Student pour p = 0 est la copule C*, cela implique que Ay (C,p—o,,) = 0. Or ceci est faux.
Pour comprendre pourquoi, considérons la définition d’un vecteur aléatoire X dont la distribution est t, ,. Nous
avons

X*

VXE v

(4.59)

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 68



1.04
v =1 0.8l
v =2
-——— v =3
v =4
v =25
o-—- 1, =10 0.6
+— v = 25
0.44
7
rd
024 -
r'd
e
o//
. e A . 0042
—1.00 —-0.75 —-0.50 —-0.25 0.00 0.25
P
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Graphique 4.8. Mesure de dépendance \ de la copule Student — parameétre implicite p

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque



avec X* un vecteur aléatoire gaussien de covariance p et x2 une variable aléatoire chi-deux & v degrés de libertés.
Considérons le cas bivarié. Nous obtenons

(X5, X3)
VXE v
(Xt.0X7 + V1= 97X3)
_ (4.60)

eI

avec (X7, X3) un vecteur aléatoire gaussien ‘orthogonal’. Si p = 0, nous en déduisons que

Pr{X; <o, Xo <} = Pr{Xi<o/E/m X5 <aaV/A/v)
# Pr{Xi <oz} Pr{Xs <eAZ/v)

(X1, X2) =

car nous avons une dépendance induite par la variable aléatoire x2. Pour p = 1, nous avons

x pXi + V1 —p°X3
2 f—
VX2 v
X7
VX2V

- X, (4.62)

X5 est une fonction strictement croissante de X1, nous en déduisons que
Cpo1,, =C7 (4.63)

Pour p = —1, nous avons

X, — pXt +/1—p?X3
VX2V

= -Xi (4.64)
X5 est une fonction strictement décroissante de X7, nous en déduisons que
Cp—r1,, =C™ (4.65)

Comme la copule Normale, la copule Student atteint les bornes Frechet. De plus, c¢’est une famille positivement
ordonnée par rapport au parameétre p. Cette copule est aussi ‘continue’ par rapport a p. Néanmoins, pour
aller de C~ & Ct, cette copule ne passe pas par C .

Revenons a la régression quantile. Dans le cas de la copule Normale, 'expression de la fonction quantile
— * .
us = q* (u1; ) est

ug =P (pCI)_l (u1) + /1 — p2®~ 1 (a)) (4.66)

Pour la copule Student, nous obtenons

(1—p?) (V + [t (ul)]2) 1

uy =t, pt;l (’U,l) + U1 v41

(@) (4.67)

Code GAUSS 20 (Régression quantile des copules Normale et Student)
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/*
*%> qrCopulaNormal
Kk

*/

proc qrCopulaNormal(ul,rho,alpha);

retp( cdfn(rho.*cdfni(ul) + sqrt(l-rho~2).*cdfni(alpha)) );
endp;

/*
**> grCopulaStudent
k%

*/

proc grCopulaStudent(ul,rho,nu,alpha);
local t1;

t1 = cdfti(ul,nu);

retp( cdft(rho.*tl+sqrt((1-rho~2) .*(nu+t1°2)./(1+nu)) .*cdfti(alpha,nu+l) ,nu) );
endp;

Les graphiques 4.9, 4.10 et 4.11 présentent différentes régressions quantiles. Les copules Normale et Student
ne donnent pas du tout les mémes résultats. En particulier, la monotonie de la fonction us = q* (u1; @) par
rapport & u; n’est plus systématiquement vérifiée pour la copule Student.
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Graphique 4.9. Régression quantile (copules Normale et Student avec p = 0.25 et v = 1)

4.5 Copules paramétriques bivariées avec plusieurs parametres

Jusqu’a présent, nous avons vu des copules bivariées qui ne dépendent que d’un seul parametre. Il peut étre

intéressant de disposer de copules bivariées avec plusieurs parametres pour reproduire différentes caractéristiques
de dépendance.
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Graphique 4.10. Régression quantile (copules Normale et Student avec p = —0.75 et v = 1)
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Graphique 4.11. Régression quantile (copules Student avec p = 0.25, v = 2 et v = 5)
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JOE [1997] et NELSEN [1999] présentent différentes familles de copules avec deux parametres. Par exemple,
nous pouvons construire des copules Archimédiennes & deux parameétres (et a plus de deux parametres) en
composant les générateurs

»=©10p2 (4.68)

a la condition que ¢ soit bien un générateur de copule Archimédienne. Une autre méthode plus générale a été
suggérée par GENEST et RIVEST [2000] et exploitée par DURRLEMAN, NIKEGHBALI et RONCALLI [2000]. Soit
une bijection + : [0,1] — [0, 1], nous définissons la fonction C., & partir de la copule C par la relation suivante :

C, (ur,uz) =71 (C (v (u1) , 7 (u2))) (4.69)

Sous certaines conditions (v est un C'-diffSomorphisme concave de ]0,1[ vers 0, 1], deux fois dérivables et
continues tel que v (0) =0 et v (1) = 1), C, est une copule.

Exemple 15 La copule Frank a pour expression

— e~ thwm — o O1uz
C (u1,u2) = —0—11 In (1 — t ) )> (4.70)

1—e 0

Soit vy (z) = 2'/% avec 03 > 1. Nous pouvons montrer que C., (uy,us) est une copule. Nous avons

[ o)
C, (u1,uz) = ~5 In|1- T (4.71)

Voici d’autres fonctions v qui définissent des copules C,,

Parametres v () 7 (2)
0 > 1 1 [ x@
/ sin (Zz) 2 arcsin (z)
2 arctan (z) tan ()
(01, 02) c R%’_ h( ) = (01 + 92)1$/ (911‘ + 02) 012 (01 + 05 — 9158)
FeLo), f@) 20, f@) <0 (fof@at)  [5f@a v

A partir de ces fonctions, nous obtenons encore d’autres copules par composition convexe. Par exemple, 7 (z) =
-1 . .
(vaom) (z) = (61 + 02) 2V/% (6,21/% +0,)  définie une fonction copule.

Remarque 20 La transformation v permet d’obtenir des structures de dépendance relativement complexes (ou
insolites) — voir DURRLEMAN, NIKEGHBALI et RONCALLI [2000)].

4.6 Reperes historiques

Comme la bibliographie le montre, les travaux sur les copules Archimédiennes sont principalement dis a
Christian Genest et & ses co-auteurs. C’est Wassily Hoeffding qui a découvert la copule Normale (voir aussi
MARDIA [1970]).
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D

Les copules de valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes est souvent présentée et utilisée dans un cadre unidimensionnel. Il existe fina-
lement tres peu d’applications multidimensionnelles. L’une des raisons, a mes yeux, est le caractere mathématisé
de nombreux exposés. Pourtant, la théorie des valeurs extrémes multivariées est relativement facile a appréhender
si la théorie dans le cadre univarié est parfaitement comprise. Dans ce chapitre, j’utilise essentiellement les tra-
vaux de DEHEUVELS [1978] et GALAMBOS [1978]. Ceux-ci sont tres bien exposés dans le chapitre 5 de JOE
[1997]. Enfin, je mentionne deux articles car ils sont & ma connaissance les seuls & avoir étudier une famille de
copule spécifique dans le cadre de la théorie des valeurs extrémes. Le premier concerne la famille des copules
Gumbel et a été écrit par Christian Genest et Louis-Paul Rivest en 1989. Le second est 1'article de CAPERAA,
FOUGERES et GENEST [2000] qui est consacré & la famille des copules Archimax.

5.1 Théorie des valeurs extrémes multiples

5.1.1  Une introduction rapide

Définition 13 Une copule de valeurs extrémes (extreme value copula ou copule EV) vérifie la relation sui-
vante :

C(ul,...,ul) =C"(ur,... ,up) (5.1)

pour tout réel t positif.

Par exemple, la copule Gumbel est une copule de valeurs extrémes :
C (uf,ub;0) = exp (— [(—1nu"i)0 + (- lnué)g} 1/6)
= e (= (¢ [+ Cma]) )
= [exp (— {(— lnul)e + (- lnug)e} 1/9)Y
= C'(u1,uz;0) (5.2)

ce qui n’est pas le cas de la copule FGM :

C(u’i,ué;@)

ubub + Oulul (1 - utl) (1 - ug)

ujub (1+ 60 — Oui — Guf + Oujub)

ubub (1460 — Ouy — Ous + 9U1U2)t

C' (u1,us; ) (5.3)
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Le nom “extreme value copula” suggere un lien entre la théorie des valeurs extrémes et ces copules. Considérons
le vecteur x; des statistiques du maximum. Nous avons

Xm:m,l
Xm:m,n
Notons F,,..,, la distribution de ;! définie par
Fom (x) = Prixi <x}
= Pr {Xm:m,l < Liye- aXm:m,n < xn} (55)

La théorie multidimensionnelle des valeurs extrémes s’intéresse a la loi limite

Xm‘m _bm Xmmn_bmn
lim Pr<"’1’1<x1,...,ngn)F*(xl,...,xn) (5.6)

m— 00 am,1 B Am,n
D’apres la représentation canonique de la distribution de F*, il existe une copule C (F*) telle que
F* (z1,... ,2) = C(F*) (F] (z1),... ,F} (zn)) (5.7)

Il est évident que les marges de F* vérifient le théoréme de Fisher-Tippet. Donc les marges d’une distribution
multidimensionnelle de valeurs extrémes sont des Gumbel, ou/et Fréchet ou/et Weibull. Concernant la copule
C (F*), nous avons le résultat suivant :

Théoreme 10 C (F*) est une copule de valeurs extrémes.

La représentation copule permet donc de caractériser assez facilement les distributions multidimensionnelles
de valeurs extrémes. Prenons 1’exemple du vecteur aléatoire (X7, X5) dont la distribution est

F (z1,22) = exp <— [(— In® (z1))" + (- 11’11’2)0:| 1/9> (5.8)

X, est donc une variable aléatoire gaussienne et Xo est une variable aléatoire uniforme. La distribution F* est
donc

F* (21, 2) = exp <— (A @) + (- (@2)] 9) (5.9)

Pour construire une distribution de valeurs extrémes multivariées, il suffit donc de coupler des marges GEV avec
une copule EV. Par exemple, le graphique 5.1 correspond a la distribution suivante :

F* (21, 22) = exp <_ [(— InGEV (21;0,1,1))" + (= nGEV (22;0, 1, 1.2))9} 1/9) (5.10)

5.1.2  Compléments mathématiques
Le théoreme suivant permet de caractériser la loi des distributions des valeurs extrémes dans le cas univarié :

Théoréme 11 (Th. 3.2.3 de Embrechts, Kliippelberg et Mikosch (1997)) Supposons m variables aléa-
toires X1,..., X, indépendantes et de méme loi de distribution F. S’il existe des constantes a., et by, et une
distribution limite non dégénérée F* telles que

Xop — b
lim Pr <mm < x) =F*(x) VzeR (5.11)

m-— o0 Am
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Graphique 5.1. Exemples de distribution de valeurs extrémes bivariées

alors F* appartient o 'un des trois types suivants de distribution :

Typel  (Gumbel) F*(z)=exp(—e )

Type Il (Fréchet) F*(x)= {

Type Il (Weibull) F* (x) = {

re€R  f*(x)=exp(—z—e7)

<0 . |0

>0 [ () = { oz~ 1+ exp (—2—9)
20 o[ a(-a)* exp (< (—a)%)
>0 @)= { 0 ’

Remarque 21 Pour distinguer les trois distributions, on utilise généralement les notations suivantes : A pour
la distribution Gumbel, ®, pour la distribution Fréchet et ¥, pour la distribution Weibull (RESNICK [1987]).

Définition 14 On dit qu’une distribution F appartient au maz-domaine d’attraction de F*, et on note F €
MDA (F*) si la distribution du mazimum normalisé converge vers F*.

Exemple 16 Considérons la distribution exponentielle standard. Nous avons

F(z)=1—exp(—2x) (5.12)
Nous remarquons que
+ _
Pr (Xma b < x) = Pr (qu_@ < amx + bm)
= F" (amz+ bn)
= (1 —exp(—amx —by))" (5.13)
Si mous posons a,, = 1 et b,, =Inm, nous avons
lim Pr (mem < x) = lim (1 — —exp (—x))
m—o0 (075 m— o0 m
= exp(—exp(—x)) (5.14)
77
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car
:c2 393
exp (z) = Itat op+ o+

= 1m (1+ E)m (5.15)

m—0o0

La distribution exponentielle appartient donc au maz-domaine d’attraction de A.

Dans le cas multidimensionnel, nous cherchons & caractériser la distribution limite du vecteur x;'.
Théoréme 12 La classe des distributions MVE est la classe des distributions avec une copule EV et des marges
non dégénérées.

Preuve. La preuve compléte de ce théoréme est dans DEHEUVELS [1978] et GALAMBOS [1978]. L’idée est la
suivante (JOE [1997]). Supposons que C est une copule EV et que les marges sont des distributions EV. Dans

ce cas, F(x1,...,2,) = C(Fy(21),... ,F, (x,)) est-elle une distribution MEV ? D’apres la théorie des valeurs
extrémes univariées, C* (Fy (21),... ,F, (z,)) et C (F¥ (z1),... ,FF (2,)) doivent avoir la méme distribution
limite pour tout entier k. Nous avons

C(u’f,...,uﬁ)zck(ul,...,un) VkeN (5.16)

Ceci peut-étre étendu au cas k € Ry. m

Nous suivons maintenant JOE [1987] pages 174-175 afin d’obtenir la représentation Deheuvels/Pickands des
distributions MEV. Soit D une distribution multivariée dont les marges de survie sont des exponentielles stan-
dards et la copule est une copule & valeurs extrémes. En utilisant la relation® suivante :

C(ut,...,u,) = C (e_ﬂl,... ,e_a“)
= D(@1,...,0) (5.17)
nous avons
D! () = D (ti1) (5.18)

D est donc une distribution multivariée exponentielle min-stable (min-stable multivariate exponential (MSMVE)
distribution).

Théoréme 13 (Représentation Deheuvels/Pickands des distributions MSMVE) Soit D (1) une fonc-
tion de survie avec des marges exponentielles. D satisfait

—InD(ta) = —tIlnD (1) Vt>0 (5.19)
si et seulement si la représentation de D est
—InD(a / / max (g;@;) dS (q) a>0 (5.20)
Sn 1<i<n

ou S, est le simplexe unitaire et S est une mesure finie sur Sy,.

C’est la formulation donnée par JOE [1997]. Parfois, la représentation Deheuvels/Pickands est présentée en
utilisant une fonction de dépendance extréme B (w) définie par

() on ]

Bow) = [ [ mex ) S @ (5.21)

S 1<7,<77,

D(@m) = exp

avec w; = (Y1, ﬂi)_l ;. B est une fonction convexe qui vérifie
max (W, ... ,w,) < B(wy,...,wy) <1 (5.22)

C’est la formulation donnée par TAWN [1990].

1Nous rappelons que % = — In u.
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Théoréme 14 Une copule EV vérifie la condition suivante :
ct<c=<cCt (5.23)

Preuve. Dans le paragraphe suivant, nous montrons ce résultat dans le cas bivarié. La preuve du cas multivarié
est analogue. m

5.1.3 Le cas bivarié

Dans le cas bivarié, la distribution des valeurs extrémes présente une formulation plus simple car la convexité
et la propriété (5.22) deviennent des conditions nécessaires et suffisantes pour la représentation (5.21) — TAwWN
[1988]. Nous avons

C(Ul,’UQ) = D(ﬂl,ﬂg)

~ exp (m+m)( G ”

U+ U Uy + U

In uy In us
= exp |In(ujuz) B
In (uqgug) " In (ugusg)

= exp Ul'LLQ A ( In al >:| (524)

ul U2

avec A (w) = B (w,1 — w). Bien sir, A est convexe avec A (0) = A(1) = 1 et vérifie max (w, 1 — w)
1

<A
/(i

Par exemple, pour la copule Gumbel, nous avons —InD (@) = (a§ + u2) , B (wy,ws) = (4§ + ag)
1 o L
(wif +wg)~ et A(w) = [w* + (1 —w)"]*.

Théoréme 15 Une copule EV bivariée vérifie la condition suivante :
ct<c=<cCt (5.25)
Preuve. Nous avons

max (w,1 —w) < A(w) <1

Inuq In us Inu;q

oo <1H (u1uz)’ In (uluz)) =4 <1D(U1U2)) =1
I uy ) > In (uyus)

& min (lnwuy, Inug) > In (ugug) A (IH(U1U2)

. Inu
< min (ug,u) > exp {ln (uug) A (ln(uﬂltz))} > upus
& Cr=cC(G)~cCt (5.26)
|

La spécification précédente des copules EV simplifie les calculs. Par exemple, nous avons (KHOUDRAJI [1995],
CAPERAA, FOUGERES et GENEST [1997]) :

T = 4/ w(l—w)dlnA (w)
[0.1]

1
0o = 12/ ——dw -3 (5.27)
[0,1) [A(w) +1]
Lorsque les valeurs extrémes sont indépendantes, nous avons A (w) = 1 et donc 7 = p = 0. Le cas de la

dépendance parfaite correspond & A (w) = max (w, 1 — w) ce qui donne la copule CT :

In ( ) Inuq In us
xp |In max
P ) A (uguz)’ In (ujuz)

= min (uy, uz) (5.28)

C (ul, UQ)
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Le tableau suivant contient les copules EV les plus connues (GHOUDI, KHOUDRAJI et RIVEST [1998]) :

Copule 0 C (u1,uz) A(w)
(jl UiUg 1
1/6
Gumbel [1,00) exp [— (af + ﬂg)l/ﬂ [w9 +(1- w)e}
Gumbel | 0,1]  wuzexp [951% ] Ouw? — w + 1
o, _g\1/0 0 110
Galambos [0,00)  wjuzexp [(u1 +13") 1- [w + (1 —w) }
Hisler-Reiss [0,00) exp[—u1¥ (u1,ug;0) — Us¥ (u2,u1;0)] wé(w;0)+ (1 —w)é& (1 —w;b)
Marshall-Olkin ~ [0,1)°  wl=%4l=% min (u?l , ugz) max (1 — 61w, 1 — 05 (1 — w))
C* min (ug,uz) max (w, 1 — w)

avec ¥ (u1,u9;0) = @ (1/0 4+ 0.50In (Inuy/Inwus)) and & (w;0) = 9 (w, 1 — w; ).

5.2 Caractérisation des domaines d’attraction

Soit F' la distribution multidimensionnelle dont les marges sont F1,... ,F,, et dont la copule est C. Soit F*
la distribution multidimensionnelle des valeurs extrémes. Notons F7,... ,F} les marges de F* et C* = C (F*)
la copule correspondante. Nous avons alors le théoreme suivant :

Théoreme 16 F € MDA (F*) si et seulement si
1. F; € MDA (F}) pour touti=1,... ,n;
2. C € MDA (C*).

Dans le cours sur la théorie des valeurs extrémes, vous avez vu comment caractériser le max-domaine d’at-
traction dans le cas unidimensionnel et aussi comment calculer les coefficients de normalisation. Ces coefficients
de normalisation sont valides dans le cas multidimensionnel. Donc, la seule difficulté est la détermination de
Cc*:

lim Pr

m—0o0

Xm'm _bm Xm:mn _bmn
<11 <a,... <xn) = C* (F} (x1),...,F5 (z,))

Gm,1 Am,n

Théoreme 17 C € MDA (C*) si C satisfait la relation suivante :

tll)rgo C! (ui/t,... ,u,ll/t> =C* (uy,... ,up) (5.29)
Remarque 22 Si C est une copule de valeurs extrémes, C € MDA (C). En effet, nous avons
tlirgo Ct (ui/t, . ,ui/t) = tlLIgOC ((u}/t)t ey (u;/t>t>
= tlingC(ul,...,un)
= C(uy,...,up) (5.30)

Parfois, il est difficile de vérifier la relation (5.29)
GHOUDI et KHOUDRAJI [1999]) :

Théoréeme 18 C € MDA (C*) si et seulement si
1-C((1—u)™,...

. La condition suivante est plus facile a vérifier (ABDOUS,

(L= w)")

u—0 u

Dans le cas bidimensionnel, cette condition devient

1-C ((1 —u)t (- u)t)

= B(wi,... ,wy,) (5.31)

ilirb " =A(t) (5.32)
pour tout t € [0, 1].
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Exemple 17 Considérons la distribution de (X1, Xs) définie par

F (21, 22) = ((1 —e ) ayf - 1)71/0 (5.33)

sur [0,00] x [0,1]. Les marges de F (x1,22) sont donc

F1 (.231) = F(J?l,l)
= l—e™ (5.34)
et
F2 (1’2) = F(OO,{EQ)
o (5.35)

X, est donc une variable aléatoire exponentielle et Xo est une variable aléatoire uniforme. Nous cherchons a
caractériser la distribution bidimensionnelle des valeurs extrémes :

Xm'm - bm Xm:m - bm
lim Pl”( il L <, 2 2 < 962) = C* (F1 (z1) ,F3 (22)) (5.36)
m— o0 Am,1 Am 2
Nous savons que
Xmmi1 —1
lim Pr <1lnm < x1> =A(z1) (5.37)
et
Xmmao —1
lim Pr (m—21 < 302) = Uy (x2) (5.38)

La copule de F est la copule Clayton :

C (g, uz) = (u7® +uz? —1) " (5.39)

Nous avons

. 1-C ((1 _ u)t (1 u)l—t) . 1— <<1 _ u)—et +(1- u)—9(1—t) _ 1)71/0

u—0 u u—0 u
— lim 1—(1406u+ o(u))fl/e
u—0 u
_ g 4o
u—0 u

=1 (5.40)

A(t) est donc égal 6 1, nous en déduisons que

cC*=cCt (5.41)
Finalement, nous obtenons
F* (z1,22) = w%gnoo Pr(Xmmi —Inm < z1,m (X2 — 1) < x2)
= A(x1) x Uy (22)
= exp(—e ™) exp(z2) (5.42)

Si maintenant nous changeons la copule de F, seule la copule C* est modifiée. Par exemple, si C est la copule
Normale de parametre p < 1, alors

F* (z1,22) = exp (—e~ ™) exp (z2) (5.43)
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Si C est la copule Normale de paramétre p = 1, nous avons
F* (21, 22) = min (exp (—e™ '), exp (z2)) (5.44)

Si C est la copule Gumbel, nous obtenons

F* (z1,72) = exp (— (exp (—0zq) + (—x2)9> 1/0> (5.45)

Nous finissons ce paragraphe en évoquant le lien entre la dépendance de queue de C et celle de la copule des
valeurs extrémes C* :

Théoréme 19 La dépendance de queue de C* est égale a la dépendance de queue de C.

Remarque 23 Les valeurs extrémes multiples sont donc indépendantes si la copule C n’a pas de dépendance
de queue.

5.3 L’exemple des copules Archimax

Cette section est extraite du GT ENSAE d’Antoine Bezat et Ashkan Nikeghbali (Rapport disponible sur le
site web du GRO).

Nous considérons une nouvelle famille de copules introduite par CAPERAA, FOUGERES et GENEST [2000] qui
englobe la plupart des familles connues des copules, notamment les copules Archimédiennes et toutes les copules
de valeurs extrémes. Cette nouvelle famille offre plus de flexibilité pour la modélisation. En effet, nous pouvons
connaitre a priori les différents max-domaines d’attraction.

Définition 15 Une fonction bivariée est une copule Archimax si et seulement si elle est de la forme

Cour(av) =67 [(6(0) + o) 4 (10 ) (5.40

pour tout 0 < z,y <1, avec
1. A:]0,1] — [1/2,1] tel que max (t,1 —¢) < A(t) <1 pour tout 0 <t <1;

2. ¢ : (0,1] — [0,00) est une fonction convexe, décroissante qui vérifie ¢ (1) = 0. Nous adopterons la
convention ¢ (0) = lim;_o+ ¢ () et ¢~ (s) =0 pour s > ¢ (0).

Nous voyons aisément que cette nouvelle famille de copules contient toutes les copules Archimédiennes et
toutes les copules de valeurs extrémes. En effet, si ¢ (¢) = In (1/t), nous obtenons

In (y)
C =C = 1 A 5.47
o () = Ca 9) = xp [ o) 4 (12 (5.47)
pour tout 0 < x,y < 1. On reconnait la forme générale des copules bivariées de valeurs extrémes. Si on choisit
maintenant de prendre A () = 1, on retrouve la forme générale des copules Archimédiennes :

Cya(z,y) = Cy (z,y) = ¢~ (¢ (2) + & () (5.48)

L’intérét de la construction (5.46) réside dans le fait qu’avec un choix judicieux de ¢ et A, on obtient une
copule qui sera dans le max-domaine d’attraction de n’importe quel “attracteur” C 4~ donné.

Soit Cy4 4 une copule Archimax telle que ¢ (1 — 1/t) € RV_,, pour un certain m > 1. Alors Cy 4 appartient
au max-domaine d’attraction de la copule C 4+ ol la fonction A* est donnée par

A (1) = [t + (1 — )™ AV (tm - ZT_ t)W) (5.49)

pour ¢t € [0,1]. Cet attracteur peut étre considéré de deux points de vue : C4+ est une copule Archimax de
générateur A* et ¢ (t) = In(1/t) ou Cy+ est une copule Archimax de générateurs A et ¢* (t) = In" (1/t). De
plus, A* et A coincident si et seulement si m = 1.

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 82



Il est alors tres facile de montrer que la seule copule Archimédienne et de valeurs extrémes est la copule Gumbel.

En faisant un raisonnement en sens inverse, on remarque que C, 4 appartient au max-domaine d’attraction

de Cy+ si (1 —1/t) e RV_,, et

m 1/m m
A (t) _ [tl/m + (1 _ t)l/m} {A* (tl/m +t(1 - t)l/m> } (5.50)

Maintenant il faut savoir si la relation (5.50) définit bien une fonction de dépendance. En posant D (t) =
OIn(A* (1)), H* (t) =t + (1 —t) D (¢) et h* (t) = O;H* (t), CAPERAA, FOUGERES et GENEST [2000] montrent
que la relation (5.50) est vraie si et seulement si

h* (t) S _m
H*(¢)(1-H*(t)) ~ t(1-1)

(5.51)

pour t € [0,1]. On peut au passage remarquer que cette relation reste valable pour pour tout 1 < m/ < m. Ainsi,
si A(t) est définie par (5.50), Cy4 4 appartient au max-domaine d’attraction de C4- pourvu que ¢ (1 —1/t) €
RV _, pour 1 < m' < m. Enfin, on peut aussi remarquer que pour des générateurs A et ¢ quelconques tels que
¢(1—-1/t) e RV_,,, on a

\— lim 1—-2u+Cya(u,u)
u—1- 1—wu

=2 {24(1/2)}"/™ <1 (5.52)

Ainsi, les copules Archimax présentent une dépendance au niveau supérieur de la queue de distribution sauf si
m=1et A= 1.

On peut donner des exemples de copules Archimax. On peut par exemple considérer le générateur de TAWN
[1988] qui est défini pour 0 < § < 1 par

Ag(t) =0t — 0t + 1 (5.53)
pour t € [0, 1] et le combiner au générateur de la copule Clayton?

b1 () = tinn_ ! (5.54)

ou avec le générateur des copules® de GENEST et GHOUDI [1994]

o () = (1 —t1)/7 (5.55)

On peut remarquer que ¢z, (t) € RV_y /. Ainsi, pour  # 1, Cy, , a (2,y) n’est pas dans le domaine d’attraction
de C4. Enfin supposons que 'on veuille construire une copule dans le max-domaine d’attraction de

s () = [ahh 4 5% (1= )] Ty (=) 4+ (1= 3) (1 - 1)*] o (5.56)

pour t € [0,1] avec 0 < o, 3 < 1 et k > 1. Pour les valeurs a = 1/10, § = 3/10, m = 3/2 et k = 1.6, la condition
(5.51) est vérifiée. La copule originale A est donc celle définie par I'expression (5.50).

5.4 Reperes historiques

L’article de référence sur la théorie des valeurs extrémes univariées est GNEDENKO [1943]. Les copules de
valeurs extrémes ont été introduites par Paul Deheuvels et Janos Galambos. La these d’Abdelhaq Khoudraji
contient de nombreux résultats dans le cas bivarié (mesures de dépendance, simulation, copules EV asymétriques,
etc.).

2n>0.
30<n< 1.
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6

Simulation et méthodes de Monte Carlo

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de la simulation du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) dont la
distribution est

F(x1,...,2,) =CF1(x1),... ,Fp(xn)) (6.1)

Ce probléme revient a simuler le vecteur aléatoire U = (Uy,... ,U,) dont la distribution est la copule C et a
utiliser la transformation X = (F{' (Uy),... ,F;1 (U,)). La difficulté majeure est donc de simuler la copule

C. Nous présentons trois méthodes pour obtenir des nombres aléatoires de C. Parfois, les marges Fq,... ,F,
ne sont pas connus analytiquement. Dans ce cas, nous utilisons la méthode dite des quantiles empiriques.

6.1 Simulation de variables aléatoires uniformes indépendantes

Cette problématique est traitée dans le cours de Nicolas Baud “Simulations et Méthodes de Monte Carlo”.
Dans cette section, nous voulons juste construire un générateur SOBOL afin de mieux comparer graphiquement
les simulations. Les procédures suivantes permettent de simuler des nombres aléatoires uniformes et gaussiens
a partir du générateur classique a congruences linéaires — rndCopulaSobol(0) — ou a partir du générateur
SOBOL donné dans PRESS, TEUKOLSKY, VETTERLING et FLANNERY [1992] — rndCopulaSobol (dim).

Code GAUSS 21 (Générateurs LCG et SOBOL de nombres aléatoires uniformes et gaussiens)

/*
*%> rndCopulaSobol
*k
*/
proc (0) = rndCopulaSobol(dim);
local x;
if dim <= 0;
_CopulaSobol = 0;
retp;
endif;

_CopulaSobol = dim;
dim = -1; x = 0;
dllcall _dllsobol(dim,x);
retp;
endp;



/*
*x> rnduCopula
Kk

*/

proc (1) = rnduCopula(r,c);
local dim,x,u,i;
dim = _CopulaSobol;
if dim /= 0;
u = zeros(c,r);
x = zeros(dim,1);
for i(1,r,1);
dllcall _dllsobol(dim,x);
ul.,i] = x[1:c];
endfor;
retp( u’ );
else;
retp( rndu(r,c) );
endif;
endp;

/*
*x> rndnCopula
*ok

*/

proc (1) = rndnCopula(r,c);
if _CopulaSobol /= 0;
retp( cdfni(rnduCopula(r,c)) );
else;
retp( rndn(r,c) );
endif;
endp;

6.2 La méthode des distributions

C’est la méthode inverse de celle présentée dans 'introduction. Nous avons

C(Ui,...,U,) =F (F{' (U1),... ,.F;" (Uy)) (6.2)
Pour simuler U = (Uy, ... ,U,), nous pouvons simuler le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) de distribution F
et appliquer la transformation U = (F1 (X1),... ,F, (Xy)).

Remarque 24 Cette méthode est intéressante si la distribution F (ou plus exactement si une distribution F
générée par la copule C) est plus facile a simuler que la copule C.

C’est par exemple le cas de la copule Normale, puisque nous savons tres facilement simuler une distribution
normale multidimensionnelle N (0, p). En effet, nous avons

N (0,p) = PN (0,1) (6.3)

avec P la décomposition triangulaire inférieure de Cholesky qui vérifie PP = p.
Code GAUSS 22 (Simulation de la copule Normale)
/%

*x> rndCopulaNormal
*k

*/
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proc (1) = rndCopulaNormal(rho,ns);
local u;
u = rndnCopula(ns,rows(rho));
retp( cdfn(u*chol(rho)) );

endp;

/*
**x> rndCopulaNormal2
*k

*/

proc (2) = rndCopulaNormal2(rho,ns);

local u;

u = rndnCopula(ns,?2);

retp( cdfn(ul.,1].*ones(rows(rho),cols(rho))),cdfn(rho.*ul.,1]+sqrt(1-rho"2).*ul.,2]) );
endp;

A titre d’illustration, nous simulons 4 distributions F (z1,z2) = C (F1 (21),F2 (23)) ot C est la copule
Normale de parameétre p = 0.5. Les marges sont respectivement uniformes Ujg 1), gaussiennes ®, Student t5 et
gaussienne @ et chi-deux x? et x2. Pour le graphique 6.1, nous utilisons le générateur LCG alors que pour le
graphique 6.2, nous employons le générateur SOBOL. Nous voyons que le second graphique est plus ‘lisible’ (du
fait que les répartitions sont plus uniformes) que le premier.
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Graphique 6.1. Simulation de 4 distributions (générateur LCG)

Considérons maintenant la copule Student. Soit X un vecteur aléatoire dont la distribution est t,,. Nous
avons
X*
Vi /v
avec X* un vecteur aléatoire gaussien de covariance p et x2 une variable aléatoire chi-deux & v degrés de libertés.
Nous exploitons cette relation pour simuler cette copule.
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Graphique 6.2. Simulation de 4 distributions (générateur SOBOL)
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Graphique 6.3. Simulation de la copule Normale
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Code GAUSS 23 (Simulation de la copule Student)
/*

**x> rndCopulaStudent
*k

*/

proc (1) = rndCopulaStudent (rho,nu,ns);
local u,n,chi2;
if _CopulaSobol /= 0;
u = rnduCopula(ns, l+rows(rho));
n = cdfni(ul.,1l:rows(rho)]);
chi2 = cdfchii(ul.,1+rows(rho)],nu.*ones(ns,1));
else;
n = rndn(ns,rows(rho));
chi2 = cdfchii(rndu(ns,1) ,nu.*ones(ns,1));
endif;

retp( cdft((n*chol(rho))./sqrt(chi2./nu) ,nu) );
endp;

/*
**x> rndCopulaStudent?2
*k

*/

proc (2) = rndCopulaStudent2(rho,nu,ns);
local u,n,chi2,nl1,n2;
if _CopulaSobol /= 0;
u = rnduCopula(ns,3);
n = cdfni(ul.,1:2]);
chi2 = cdfchii(ul.,3],nu.*ones(ns,1));
else;
n = rndn(ns,2);
chi2 = cdfchii(rndu(ns,1) ,nu.*ones(ns,1));
endif;

nl = n[.,1] .*ones(rows(rho),cols(rho));
n2 = rho.*n[.,1]+sqrt(1-rho~2) .*n[.,2];
chi2 = sqrt(chi2./nu);

retp( cdft(nl./chi2,nu),cdft(n2./chi2,nu) );
endp;

A titre d’illustration, nous reprenons les exemples de la copule Normale en utilisant désormais la copule Student
(graphiques 6.4 et 6.5). Le graphique 6.6 permet de comparer directement les deux copules. Nous vérifions bien
que la copule Student correle les valeurs extrémes et qu’elle ne correspond pas & C* lorsque p = 0.

6.3 La méthode des distributions conditionnelles

Considérons le cas bivarié. Soit U = (U, Us) un vecteur aléatoire dont la distribution est C. Nous savons que
Pr{U; <ui} =wy (6.5)

et
Pr{U; <up | Uy = u1} = Cy)q (u1,us2) (6.6)

Comme C (Uy,1) et Cy)1 (ug, Us) sont deux variables aléatoires uniformes, nous obtenons I’algorithme suivant :
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Graphique 6.4. Simulation de la copule Student (v = 1)
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Graphique 6.5. Simulation de 4 distributions avec une copule Student (p = 0.5, v = 1)
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Graphique 6.6. Comparaison des copules Normale et Student

1. Simuler deux variables aléatoires uniformes v et vo.
2. Prendre uq égal & v;.
3. Soit C (ug;u1) = Cypy (u1,uz). Prendre uy égal a C 1 (v5u1).

Cet algorithme est suggéré par GENEST et MACKAY [1986]. Il est utilisé par GENEST [1987] pour simuler la
copule Frank. Nous rappelons que la distribution de cette copule est

(e7fur —1) (e70u2 — 1)

1
0)=—=-In|1 .
C (u1,uz;0) o + P (6.7)
Nous en déduisons que
(e—9u2 _ 1) e—@ul
C ;0) = 6.8
21 (U,l,U2, ) (670 _ ]_) + (efeul _ 1) (679“2 — ]_) ( )
Nous obtenons finalement
C'ujuy) = {uQ 1 Cypp (ur1,u2;0) = u}
1 U (6_9 — 1)
= —-In|1 6.9
g +u+(1—u)e—9“1 (6.9)

Code GAUSS 24 (Simulation de la copule Frank)
/*

*x> rndCopulaFrank
*k

*/

proc (2) = rndCopulaFrank(theta,ns);
local v,ul,u?2;
v = rnduCopula(ns,2);
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ul = v[.,1] .* ones(rows(theta),cols(theta));
u2 -1n(1 + v[.,2].*(exp(-theta)-1)./(v[.,2] + (1-v[.,2]).*exp(-theta.*ul) ))./theta;
retp(ul,u2);

endp;

Dans de nombreux cas, il n’est pas possible d’obtenir une formule analytique de C~* (u;u;) (voir JOE [1987],
pages 146 et 147). Dans ce cas, nous pouvons résoudre I'équation Cy|; (u1, u2; 0) = u par une méthode numérique.
La procédure suivante rndCopula2 est construite a partir d’'une bisection classique. Lorsque la distribution
conditionnelle Cy; (u1,u2; ) n'est pas spécifiée, celle-ci est obtenue par une méthode de gradient numérique.

Code GAUSS 25 (Simulation d’une copule bivariée par la méthode des distributions conditionnelles)

/*
*x> rndCopula2
*k

*/

proc (2) = rndCopula2(cdfCopula,cndCopula,ns);
local v,ul,u?2;
_CopulaFunction = cdfCopulalcndCopula;
v = rnduCopula(ns,2);
_Copula_v = v;
ul = v[.,1];
u2 = rndCopulaFindZero(&_rndCopula2,0+__macheps,1-__macheps);
retp(ul,u2);
endp;

proc _rndCopula2(u?2);
local cdfCopula,cndCopula,u,w;
cdfCopula = _CopulaFunction[1];
cndCopula = _CopulaFunction[2];
if cndCopula /= 0;
local cndCopula:proc;
u = cndCopula(_Copula_v[.,1],u2);

else;
{u,w} = gradp2D(cdfCopula,_Copula_v[.,1],u2);
endif;
retp( u - _Copula_v[.,2] );
endp;

proc rndCopulaFindZero(f,a,b);
local f:proc;
local ya,yb,Nobs,c,yc,indx1,indx2;
local indx,s,diff,const;

ya = £(a); yb = £(b);
Nobs = rows(ya);

a = a .x ones(Nobs,1);
b = Db .* ones(Nobs,1);

indx = (ya .< 0) .and (yb .> 0);

if sumc(indx) == 0;
retp(miss(zeros(Nobs,1),0));

endif;

if sumc(indx) == Nobs;

do while maxc(abs(a-b)) > _rndCopulaFindZero_Tol;
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c = (a+b)/2;

yc = £(c);

indxl = yc.<0;

indx2 = 1 - indx1;

a = indxl.*c + indx2.*a;

b = indx1l.*b + indx2.x*c;
endo;

else;
s = delif(seqa(l,1,Nobs),indx);
diff = selif(a-b,indx);

const = miss(zeros(Nobs-sumc(indx),1),0);

do while maxc(abs(diff)) > _rndCopulaFindZero_Tol;

c = (a+b)/2;
c[s] = const;
yc = £(c);

indxl = yc.<0;

indx2 = 1 - indx1;

a = indxl.*c + indx2.*a;

b = indx1l.*b + indx2.x*c;

diff = selif(a-b,indx);
endo;

endif;
c = (atb)/2;

retp(c);
endp;

A partir de cette procédure, nous pouvons tres facilement simuler la copule Gumbel soit en utilisant la
distribution bivariée soit en utilisant la distribution conditionnelle.

Code GAUSS 26 (Simulation de la copule Gumbel (premiére version))

/*
**> rndCopulaGumbel
*k

*/

proc (2) = rndCopulaGumbel (theta,ns);
_CopulaParameters = theta;
retp( rndCopula2(&_rndCopulaGumbel,O,ns) );
endp;

proc _rndCopulaGumbel (ul,u2);
retp( _cdfCopulaGumbel (ul,u2,_CopulaParameters) );
endp;

Code GAUSS 27 (Simulation de la copule Gumbel (deuxiéme version))

/*
*x> rndCopulaGumbel
*ok

*/

proc (2) = rndCopulaGumbel(theta,ns);
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_CopulaParameters = theta;
retp( rndCopula2(0,&_rndCopulaGumbel,ns) );
endp;

proc _rndCopulaGumbel (ul,u2);

local theta,ultilde,u2tilde,beta,w;

theta = _CopulaParameters;

ultilde = -1n(ul); u2tilde = -1n(u2);

w = ultilde"theta + u2tilde”theta;

beta = 1./theta;

retp( exp(-(w"beta)) .* ( 1+ (u2tilde./ultilde) “theta )~ (-1+beta) ./ ul );
endp;

Bien sir, la seconde version est plus stable, puisqu’elle ne fait pas appel a une dérivation numérique. Cepen-
dant, les deux procédures donnent pratiquement les mémes nombres aléatoires, puisque la différence maximale
sur les 1024 premiers nombres du générateur Sobol est 7.57 x 1076,
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Graphique 6.7. Simulation des copules Normale, Student, Frank et Gumbel (marges uniformes)

La méthode bivariée s’étend sans difficultés (sur le plan mathématique) au cas multivarié. Prenons par exemple
le cas trivarié. Nous avons l’algorithme suivant :

1. Simuler trois variables aléatoires uniformes v, vy et vs.

2. Prendre u; égal a v;.

3. Soit C (ug;uy) = Cg1 (u1,uz,1). Prendre uy égal a C~ (vg;u1).

4. Soit C (us;u1,uz2) = Cg)q 2 (u1,u2,u3). Prendre ug égal a C 1 (vs;u1, uz).

La seule difficulté numérique est donc le calcul de la distribution conditionnelle C,,1,... -1 (u1,... ,un)
pour m < n. Cela n’est cependant pas un probléme si vous maitrisez la récursivité.

Exercice 4 FEcrire une procédure GAUSS pour simuler une copule de dimension n a partir de la méthode des
distributions conditionnelles (25 lignes de code suffisent si vous employez une procédure récursive® ).

1Vous pouvez vous inspirer de la procédure de densité multivariée du chapitre suivant.
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Graphique 6.8. Simulation des copules Normale, Student, Frank et Gumbel (marges t3)

6.4 Les méthodes dites analytiques
Dans ce paragraphe, la simulation est spécifique a chaque copule ou a un type de copule.

Pour simuler la copule Clayton (pour § > 0), nous pouvons employer l’algorithme donné par DEVROYE [1986] :

1. Simuler deux variables aléatoires exponentielles standards x; et x5.
2. Simuler une variable aléatoire z de distribution T (1, 6).

3. Prendre u; = (1+ xl/m)fe et ug = (14 xg/x)fe.

Remarque 25 Cet algorithme exploite le fait que la copule Clayton est une copule Frailty (voir le chapitre sur
les survies multiples).

Code GAUSS 28 (Simulation de la copule Clayton)

/%
**> rndCopulaClayton
*ok

*/

proc (2) = rndCopulaClayton(theta,ns);
local x1,x2,x,ul,u2;
x1 = -1n(rndu(ns,1));
x2 = -1n(rndu(ns,1));
x = rndgam(ns,1,theta);
ul = (1+x1./x) " (-theta);
u2 = (1+x2./x) " (-theta);
retp(ul,u2);
endp;

Il existe plusieurs algorithmes pour simuler les copules Archimédiennes. GENEST et MACKAY [1986] proposent
celui-ci :
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1. Simuler deux variables aléatoires uniformes v; et vs.

2. Prendre uy; = v;.
3. Prendre us = <p_1 (30 ((p’_l (sD/ (%))) - @(vl))

Exercice 5 Montrer que cet algorithme est celui des distributions conditionnelles.

6.5 La méthode des quantiles empiriques

Le probleme de cette section n’est plus la simulation du vecteur U dont la distribution est une copule C,
mais concerne la simulation du vecteur X dont la copule est C et les marges pas forcément uniformes. Dans les
sections précédentes, X est simulé a partir de la transformation suivante :

Fi' (Uh)
X = : (6.10)

Cela implique de connaitre les distributions analytiques F1,... ,F,. Cela n’est pas toujours le cas (pensez au
risque opérationnel et aux distributions composées des pertes, ou encore a un modele bidimensionnel de volatilité
stochastique & la Heston). Néanmoins, s'il est possible de simuler les marges Fy,... ,F,, alors nous pouvons
simuler la distribution multidimensionnelle F grace a la méthode des quantiles empiriques. Soit F; ,,, le processus
de distribution empirique (non normalisé). Nous avons le résultat suivant (SHORACK et WELLNER [1986]) :

sup |F; m () — F; (z)| 23 0 lorsque m — 0 (6.11)
x
Soient U, et F,, les processus de distribution empirique correspondants aux distributions C (ug,...,u,) et
F (z1,...,2y,). En utilisant un argument de type Glivenko-Cantelli, nous avons

sup U, (Ff}n (u1),... ,IF;lm (un)) —C (Fi (w),... . F,! (un))] %% 0 lorsque m Ap — 0 (6.12)

UL yeee yUn,

Code GAUSS 29 (Simulation de la distribution multidimensionnelle F par la méthode des quantiles emg

/*
**> rndCopulaEmpiricalQuantile
*k

*/

proc (1) = rndCopulaEmpiricalQuantile(u,x);
local n,ns,y,i;

n = cols(u);
ns = rows(u);

y = zeros(us,n);
x = x .* ones(1l,n);
i=1;

do until i > n;
y[.,i] = _rndCopulaEmpiricalQuantile(x[.,i],ul.,i]);
i=1i+1;

endo;

retp(y);
endp;
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proc _rndCopulaEmpiricalQuantile(x,e);
local w,wt,f,z,r;
w = rows(x) * e;
wt = floor(w);
f=w - wt;
sortc(x,1);
z = z[1]lz|lz[rows(x)];
wt = wt + 1;
r =zlwt,.] +f .x (z[wt+1,.] - z[wt,.]);
retp(r);
endp;

A titre d’illustration, le graphique 6.8 montre la convergence de la méthode des quantiles empiriques vers la
méthode des distributions. X; et X5 sont deux variables aléatoires gaussiennes (copule Normale de parametre
0.5). m est le nombre de simulations pour construire les fonctions Fy (z1) et F2 (z2). Le graphique 6.10 présente
1024 simulations d’'une distribution bivariée dont les marges sont A (0,1) +T'(1,2) et N (0,1) x I'(1,2) et la
copule est Normale de parametre 0.5.

m = 50 m = 250
4T o 4T o
X X
2 2
—4 E 2 4 —4 =2 | 2 4
X1 X1
-2
-4 -4
m = 1000 Analytical quantile
47 ™
x
2
4 —4 1 i P 4
X X
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Graphique 6.9. Convergence de la méthode des quantiles empiriques vers la méthode des distributions

6.6 Reperes historiques

Il existe peu d’articles sur le sujet. Vous trouverez des compléments dans DEVROYE [1986] et surtout JOHNSON
[1987] (la plupart de ces algorithmes sont aussi dans NELSEN [1999]).
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7

Inférence statistique des copules

Nous nous intéressons maintenant au probléme majeur d’estimation et d’identification de la copule. Le premier
article sur la question est celui de GENEST [1987] et concerne la copule Frank. On peut aussi citer le remarquable
article de Christian Genest et Paul-Louis Rivest du JASA sur I'inférence des copules Archimédiennes. Mais les
recherches les plus significatives dans ce domaine viennent des probléemes de modélisation des survies multiples
(voir le chapitre 10 de ce cours).

7.1 La copule empirique de Paul Deheuvels

Dans cette section, nous considérons la copule empirique introduite par DEHEUVELS [1979]. Soit X,, =
(Xm1,--- ,Xmn) € R" une séquence de vecteurs aléatoires i.i.d. de distribution F et de marges Fy,... ,F,,.
Nous supposons que F est continue afin que la copule C (F) soit unique. Si §,, correspond & la mesure de Dirac
avec u € R™, nous définissons la mesure empirique de I’échantillon de X de la fagon suivante :

1m
1= — Ox. .1
i m;x, (7.1)

La distribution empirique est alors

=1

F(zy,...,2) =] (H]oo,zd) (7.2)

Nous notons {@j.m1,... ,Zjm,n} les statistiques d’ordre et {r;1,...,r;,} les statistiques de rang. Nous avons
la correspondance suivante :

Trjimyi = Lj,i (7.3)
Nous pouvons introduire la copule empirique de ’échantillon comme la copule C <f7‘> de la distribution empirique

F. Le probleme est que C n’est pas unique, ¢’est pourquoi DEHEUVELS [1981] propose la solution suivante :
Définition 16 Toute copule C € C définie sur le treillis £

2{(‘h,...,h>:1§i§n,ji0,...,m} (7.4)

m m

par la fonction suivante :

A~ jl ]n 1 T .
— ..., =] =— 1{r;; <7; .
¢(L...2) TPMIECIEE (1.5)

est une copule empirique.



Code GAUSS 30 (Distribution de la copule empirique (n = 2))

/*
*x> cdfCopulaDeheuvels
*k

*/

proc (2) = cdfCopulaDeheuvels(data,fileName);
local m,u,y,order,cdfCopulaHat;
local f,i;

m = rows(data);
u = seqa(l,1,m)/m;
fileName = ’’’’ $+ fileName;

if fileName $== ’’’’;
y = submat(sortc(data,1),0,2);
order = sortc(y,1);
cdfCopulaHat = cumsumc(y .<= order’) / m;
else;
y = submat(sortc(data,2),0,1);
order = sortc(y,1);
create f = “fileName with C,m,8;
i=1;
do until i > m;
cdfCopulaHat = cumsumc(y .<= order[i]) / m;
call writer(f,cdfCopulaHat’);
i=1+1;
endo;
f = close(f);
cdfCopulalat = error(0);
endif;

retp(u,cdfCopulaHat);
endp;

/*
**x> readCopulaDeheuvels
*k

*/

proc (1) = readCopulaDeheuvels(fileName,u,ul,u2);
local m,indx1,indx2,ml1,m2,cdfCopulaHat;
local f,i;

m = rows(u);

if ul == 0;

indxl = seqa(l,1,m);
else;

indx1 = indnv(ul,u);
endif;

if u2 == 0;
indx2 = seqa(l,1,m);
else;
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indx2 = indnv(u2,u);
endif;

ml = rows(indx1l); m2 = rows(indx2);
cdfCopulaHat = zeros(ml,m2);

open f = “fileName for read;

i=1;

do until i > mil;
call seekr(f,indx1[il);
cdfCopulaHat[i,.] = submat(readr(f,1),0,indx2);
i=1i+1;

endo;

f = close(f);

retp(cdfCopulaHat) ;
endp;

Nous utilisons la base de données du London Metal Exchange étudiée par BOUYE et al. [2000]. Nous
considérons en particulier la dépendance entre le prix spot de Paluminium (que nous notons AL) et le prix
forward 15 mois (que nous notons AL-15). Supposons que les rendements de ces deux actifs sont gaussiens,
c’est-a-dire que le rendement de chaque actif est gaussien et que la copule des deux rendements est Normale.
Nous pouvons estimer la matrice de corrélation et nous obtenons

. [ 1 08192
=[]

Sur le graphique 7.1, nous représentons les courbes de niveaux de la copule empirique, ainsi que celles de la
copule Normale de parametre 81.92%. Nous remarquons que la copule Normale reproduit assez mal la copule
empirique. Comme nous allons le voir un peu plus loin, la copule Normale n’est pas forcément la meilleure copule
pour représenter le vecteur des rendements (AL,AL-15), et de plus le fait de spécifier une distribution normale
bivariée introduit un biais dans I'estimation de la copule Normale.

Dans le cas bidimensionnel, nous avons

m
A(DP dq 1
¢(28) = LS aimispns
m’ m m; {rin<prj2<q}
1 m
= E Zl 1 {IjJ S xp:ﬂl,la .'L'j72 S xp:m72} (76)
j:

NELSEN [1999] introduit la fréquence de la copule empirique de la fagon suivante :
N RS
(o) = ; Hepm = 230, Zpm2 = 2j2) (7.7)
Nous avons alors
q
A (D q (T S
C (—, —) = (—, —) 7.8

Nous pouvons donc assimiler ¢ & la fonction de probabilité (au sens des distributions discrétes) ou & une ‘densité’.
En général, il est difficile d’extraire de 'information de ¢. Il est préférable de construire un dépendogramme.
Cette représentation a été introduite par Paul Deheuvels en 1981 dans le volume 861 des Lecture Notes in
Mathematics :

We now introduce a statistical visualisation of depéndence functions, which we have named depen-
dogram, and which has proved itself to be quite useful in appreaciating the dependence structure of
multivariate samples.
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Graphique 7.1. Comparaison de la copule empirique et de la copule Normale associée a la distribution normale bivariée

1

First, assume n = 2. Take a square |0, 1]2 divided in m? identical subsquares [% ﬂ] X [ﬂ L

‘m m 'm

C'[p,q]. Darken then the C [r,1,742], to obtain m materialized squares in the grid. It can be seen
that if one puts an uniform measure with mass 1/m on each of these squares, the resulting measure
is the standard dependence measure [iy,.

Now take an arbitrary n. The same can be done dividing [0,1]" divided in m™ identical blocks. To
make an understable drawing containing all the necessary information, it is though enough to take
for example n — 1 dependograms corresponding to all couples of margins with one of them fixed

(DEHEUVELS [1981], pages 44-45).

L’idée est en fait de transformer les données {(x1,1,21.2) ;- ; (Tm,1, Tm,2)} en une série de données ‘uniformes’
{(u11,u1,2)5.+ s (Um,1,Um,2)} par le biais des statistiques d’ordre :
1
Uji = —Tji (7.9)

et de construire la fonction de probabilité en posant p;;, = 1/m.
Code GAUSS 31 (Dépendogramme de la copule empirique)
/%

**> Dependogram
*k

*/

proc Dependogram(data) ;
local u;
u = __copula_rankindx(data);

retp( u ./ rows(u) );
endp;

proc __copula_rankindx(x);
local r,i;
r = zeros(rows(x),cols(x));
if _copula_rankindx /= 1;
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i=1;
do until i > cols(r);

r[.,i] = ___copula_rankindx(x[.,i]);
i=1i+1;
endo;
else;
i=1;

do until i > cols(r);
r[.,i] = rankindx(x[.,i],1);
i=1i+1;
endo;
endif;
retp(r);
endp;

proc ___copula_rankindx(x);
local nx,y,d,nd,cpt,i,indx,k;
nx = rows(x);
y = zeros(nx,1);
d = unique(x,1);
nd = rows(d);
cpt = 0;
i=1;
do until i > nd;
indx = indexcat(x,d[i]);
k = rows(indx);
y[lindx] = ones(k,1) * meanc(seqa(cpt+1l,1,k));
cpt = cpt + k;
i=1i+1;
endo;
retp(y);
endp;

Le dépendogramme des rendements (AL,AL-15) correspond au graphique 7.2. La base de données comporte
2713 observations non manquantes. Nous simulons alors 2713 nombres aléatoires de la copule Normale de pa-
rametre 0.8192. Si nous comparons les graphiques 7.2 et 7.3, nous remarquons des comportements différents des
valeurs extrémes, ce qui semble indiquer que la copule Normale n’est pas appropriée pour modéliser le risque
associé aux rendements (AL,AL-15).

Lorsque nous cherchons & vérifier que la copule Normale est appropriée ou non pour modéliser des données,
il peut étre intéressant de construire les ellipses de covariance associées. Soit U = (Uy, Us) le vecteur aléatoire
dont la distribution est une copule Normale de parametre p. Nous avons

[0~ 1 (U1)] = 2p0 1 (U1) @ (Us) + [@ 7 (Us)]” ~ X2 (7.10)

L’ellipse de covariance au seuil de confiance « est donc 1’ensemble des points (u1,us2) qui vérifient I’équation de
Pellipse suivante :

[ (ur)]” = 200 (1) @1 (ug) + [® 1 (u)]® < x ' (0, 2) (7.11)

ot Y1 (o, 2) est le quantile o de la distribution chi-deux & 2 degrés de liberté. Reprenons les rendements (AL,AL-
15). Si nous considérons une copule Normale de parameétre 0.8192, nous obtenons les ellipses de covariance du
graphique 7.4. Sur le graphique 7.5, nous représentons U’ellipse de covariance & 90% ainsi que les points (u; 1, u;,2)
du dépendogramme qui sont a 'extérieur de cette ellipse. Notons ¢ («) le seuil de confiance empirique, ¢’est-a-dire

a(@) = S 1[0 (5]~ 2087 (w3 87 () + [07 (w2 < x 7 @,2))  (712)
j=1
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Graphique 7.2. Dépendogramme des rendements (AL,AL-15)
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Graphique 7.3. Dépendogramme des simulations de la copule Normale de parametre 0.8192
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Théoriquement, ¢ (o) = « sous I'hypothese que c’est la bonne copule pour modéliser les données. Le graphique
7.6 est un tracé quantile-quantile (gg-plot en anglais) de « et g («). Il est évident que la copule Normale de
parametre 0.8192 sous-estime les valeurs extrémes.
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Graphique 7.4. Ellipses de covariance de la copule Normale

Code GAUSS 32 (Ellipse de covariance de la copule Normale)
/*

**> CovarianceEllipseCopulaNormal2
*k

*/

proc (2) = CovarianceEllipseCopulaNormal2(rho,alpha,N);
local max,ul,u2,i;
max = maxc(rows(zrho) |rows(alpha));
rho = rho.*ones(max,1); alpha = alpha.*ones(max,1);
ul = zeros(N,max); u2 = ul;
i=1;
do until i > max;
{u2[.,i],ul[.,i]l} = _CovarianceEllipseCopulaNormal2(rho[i],alphali],N);
i=1i+1;
endo;
retp(ul,u2);
endp;

proc (2) = _CovarianceEllipseCopulaNormal2(rho,alpha,N);
local phi,t,y,lambda,V,Q,u;
phi = sqrt(cdfchii(alpha,2*ones(rows(alpha),cols(alpha))));
t = seqa(0,1,N)/(N-1);
y = sqrt(cdfchii(alpha,2)) * exp(2*pi*complex(0,1)*t);
y = real(y) imag(y);
{lambda,V} = eighv(xpnd(1|rho|1));
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Graphique 7.5. Observations en dehors de Dellipse de covariance & 90%
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LAMBDA = diagrv(eye(2),lambda);
Q = Vxsqrt(LAMBDA);
u = cdfn(y*Q’);
retp(ul.,1],ul.,2]);

endp;

/*
*%> InCovarianceEllipseCopulaNormal2
*ok

*/

proc (1) = InCovarianceEllipseCopulaNormal2(ul,u2,rho,alpha);
ul = cdfni(ul); u2 = cdfni(u2);
retp( dotfle( (ul"2 - 2 * rho .* ul .* u2 + u2°2) ./ (1-rho"2) ,
cdfchii(alpha,2*ones (rows(alpha),cols(alpha))) ) );
endp;

7.2 L’identification d’une copule Archimédienne

Dans un tres célebre article paru dans le JASA, Christian Genest et Louis-Paul Rivest propose une méthode
originale d’identification d’une copule Archimédienne. Ils considerent la fonction K définie par

K (u) = Pr{C (U1,U) < u} (7.13)
Ils montrent que dans le cas d’une copule Archimédienne de générateur , nous avons
K (u) =u—¢(u) /¢ (u) (7.14)

La connaissance de K permet de spécifier completement la copule Archimédienne, puisque K “contient toute
Pinformation” sur ¢. GENEST et RIVEST [1993] proposent alors de sélectionner la copule Archimédienne en
comparant K (u) avec un estimateur empirique de K (u) défini de la fagon suivante :

N 1 —
K = — i :
()= -3 1{0; <u} (7.15)
Jj=1
avec
1 m
ﬂj = — 1 ; 1 {xk,l <Zj1,Tr2 < 1‘j72} (7'16)

A titre d’illustration, nous cherchons & modéliser la dépendance des rendements (AL,CU) par une copule Gumbel.
D’apres le graphique 7.7, # = 1.5 convient mieux que § =2 ou 6 = 1.

Remarque 26 La fonction K est liée au tau de Kendall puisque nous avons

1
7(C) :4/0 (1- K (u) du—1 (7.17)

(voir BARBE, GENEST, GHOUDI et REMILLARD [1996] et GENEST et RIVEST [2000] pour d’autres applications
de la fonction K).

Code GAUSS 33 (Calcul de K (u))

/*
*%> CopulaK
*ok

*/

proc CopulaK(data,u);
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Graphique 7.7. Comparaison de K (u) et K (u) pour les données (AL,CU)

local n,x1,x2,vartheta,i,indx;

n = rows(data);

x1 = datal.,1]; x2 = datal.,2];

vartheta = zeros(n,1);

i=1;

do until i > n;
varthetal[i] = sumc(xl .< x1[i] .and x2 .< x2[il]);
i=1i+1;

endo;

vartheta = vartheta / (n -1);

indx = sortind(u);

retp( submat(cumsumc (counts(vartheta,ulindx])),indx,1)/n );

endp;

7.3 La méthode des moments
Pour la copule Gumbel de parametre 6, nous avons
T=1-1/6 (7.18)

Nous en déduisons que

(7.19)

Si nous avons une estimation 7 du tau de Kendall, nous pouvons obtenir une estimation du parametre de la
copule en posant

>
I

(7.20)
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Nous pouvons généraliser cette méthode a d’autres fonctions copules et d’autres mesures de dépendance.
Considérons par exemple les mesures de concordance k (C). Dans le cas d’une copule paramétrique, nous notons
k(0): = k (Cp). L’estimateur des moments revient alors a résoudre I’équation suivante :

k(0) =& (7.21)
oll & est I'estimateur non paramétrique. Nous notons é(/%) la solution.

L’estimateur non paramétrique du tau de Kendall est

c—d
c+d

7A':

(7.22)

ol ¢ et d sont repectivement le nombre de paires disjointes concordantes et discordantes.
Code GAUSS 34 (Estimateur du tau de Kendall)

/*
**> KendallTau
*x

*/

proc (1) = KendallTau(x1,x2);
local n,c,d,i,e;

n = rows(x1);
x2 = submat(sortc(x17x2,1),0,2);
c=0;d=0;
i=1;
do until i > n;
c = c + sumc(x2[i:n] .> x2[i]);
d =d + sumc(x2[i:n] .< x2[i]);
i=1+1;
endo;
retp((c-d)/(c+d));
endp;

L’estimateur non paramétrique du rho de Spearman correspond (grosso modo) a la corrélation linéaire des
statistiques de rang.

Code GAUSS 35 (Estimateur du rho de Spearman)
/*

*%> SpearmanRho
*k

*/

proc (1) = SpearmanRho(x1,x2);
local n;
n = rows(x1);

x1 = __copula_rankindx(x1);

x2 = __copula_rankindx(x2);

retp( 1 - 6/(n*(n~2-1))*sumc((x1-x2)"2) );
endp;

Reprenons les rendements (AL,AL-15). Nous obtenons 7 = 0.35128 et ¢ = 0.49955. Si nous considérons une
copule Normale de parametre p, nous en déduisons que

p(7) = 89.63% (7.23)
et

p(5) = 86.69% (7.24)
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Remarquez que sous 'hypothese de distribution normale bivariée, nous avions trouvé

p = 81.92% (7.25)

Remarque 27 Le fait d’avoir imposé des marges gaussiennes a biaisé [’estimation du paramétre p. Comme les
marginales sont mal spécifiées, estimateur corrige la valeur de la corrélation pour compenser cette mauvaise
spécification. Ce qui explique que la valeur de ce parameétre est sous-estimée dans notre exemple. A titre d’illus-
tration, nous reportons la matrice des paramétres de la copule Normale de 5 rendements (AL,AL-15) — voir les
tables 7.1, 7.2 et 7.5.

AL  AL-15 Cu NI PB
AL 1.00 0.8193 0.4435 0.3628 0.3312
AL-15 1.00  0.3893 0.3358 0.2975
Cu 1.00  0.3693 0.3121
NI 1.00  0.3089
PB 1.00

TABLE 7.1. Matrice p

AL  AL-15 CU NI PB
AL 1.00 0.8963 0.5242 0.4166 0.3693
AL-15 1.00  0.4570 0.3642 0.3263
Cu 1.00  0.4367 0.3947
NI 1.00  0.3490
PB 1.00

TABLE 7.2. Matrice p (7)

AL  AL-15 Cu NI PB
AL 1.00 0.8669 0.5172 0.4073 0.3622
AL-15 1.00  0.4542 0.3576 0.3215
Cu 1.00  0.4306 0.3877
NI 1.00  0.3433
PB 1.00

TABLE 7.3. Matrice 5 (3)

7.4 La méthode du maximum de vraisemblance

Cette méthode est classique. L’expression de la log-vraisemblance est

1

00) = nc(Fy(z;1:0), ... . Fo(@j0:0):0)+ >
j=1

j=11

n
o 0 est le vecteur des parametres (des marges et de la copule). L’estimateur du maximum de vraisemblance

correspond a

Oy, = argmax £ (6) (7.27)
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Nous considérons 1’exemple des rendements (AL,CU). Nous supposons que les marges sont gaussiennes et la
copule est Frank. La log-vraisemblance individuelle s’écrit :

66 = In <90 (1 — exp (=) exp (ec <<I> (m“olml> +o <x”0,2m2>>)> -
In ((1 —exp(—0c)) — (1 — exp (—accb (W))) (1 —exp (—eccp (W))))z -
<;ln27r + %ma% + % (x“a_lml>2> = (;mzw + %hwi + % (WY) (7.28)

Nous obtenons éc = 4.597625.

7.5 La méthode IFM

L’estimation par maximum de vraisemblance peut-étre time-consuming surtout lorsque n est grand. Néanmoins,
Papproche par les copules suggere une estimation a deux étapes (SHIH et Louls [1995]) :

1. Nous estimons les parametres 61, ... , 0, des marges dans un premier temps.
2. Etant donné ces estimations, nous estimons ensuite le parametre de la copule ¢ dans un second temps.

Cette méthode d’estimation est appelée par Shih et Louis “two-stage parametric ML method”. JOE et XU
[1996] utilisent le terme “inference functions for margins” (IFM). L’idée sous-jacente est d’écrire la vraisemblance
sous la forme suivante :

00) = c(Fy(z1:01),. .. Fo(zjn:00):00) + > > Infi (24:0:) (7.29)

j=1 j=11i=1

avec
o= (7.30)

Chaque parametre 6; (qui peut-étre multidimensionnel) est estimé par maximum de vraisemblance sans tenir
compte de la copule :

éi = arg malen fi (x4 0;) (7.31)

i=1

Le parametre 6 de la copule est ensuite estimé en tenant compte des estimations précédentes :
m
fc = arg maXZlnc (F1 (ij; 91) ..., F, (.’L‘j,n; Hn) ;90) (7.32)
j=1

L’estimateur IFM éIFM est alors défini de la fagon suivante :
o
O = | (7.33)

n

C

Iy Dy

Comme pour l'estimateur ML, nous pouvons vérifier qu’il possede la propriété de normalité asymptotique :

m1/2 (éIFM - 90) — N (O,V_l (90)) (734)
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avec V (6p) la matrice d’information de Godambe (JOE [1997]) :

V(6) =DM (D))" (7.35)
avec
D-E [859@] (7.36)
et
M=E [g(0) g(0) (7.37)
g () n’est rien d’autre que la fonction score (9, 0*, ... , 0, ", Dpsl°).

Reprenons 'exemple de la section précédente. Pour ¢ = 1,2, nous avons

, 1 1 1z —m\°
& (my,00) = —Z 3 In 27 + B Ino? + 5 <xjam) (7.38)
j=1 ’

Notons m; and &; les estimateurs ML. Nous définissons ensuite

wj = ® (x“ - mi) (7.39)

0;
Finalement, nous avons
t°(0c) = In(6c(1—exp(—0c))exp(—bc (uj1 + u;2))) —
In (1 = exp (=0c)) — (1 — exp (=fcu;1)) (1 — exp (—Oou; 2)))? (7.40)
La matrice de covariance de Godambe est calculée avec la fonction score :

861 (ml,al) /8m1
8£1 (ml,al) /80’1
g (9) = 8@2 (TILQ, (op) /6‘m2 (741)
662 (mg, 0'2) /802
ate (bc) /90

Nous obtenons éc = 4.440463.

7.6 L’estimateur omnibus

GENEST, GHOUDI et RIVEST [1995], et SHIH et Louls [1995] propose une troisieme méthode d’estimation.

Celle-ci consiste a estimer le parametre f¢ en considérant les estimateurs non paramétriques de Fy,... | F,, :
m
fc = arg maxz Inc (F1 (1), ., Fn(zjn) ;Oc) (7.42)
j=1

Cet estimateur est appelé omnibus (om) par GENEST et WERKER [2002]. En fait, F; (2,,) n’est rien d’autre
que la statistique de rang normalisé %ij

Si nous reprenons ’exemple précédent, nous obtenons O = 3.578972. Nous constatons que les estimations ML
et IFM donnent des résultats similaires. Ce n’est pas le cas de I'estimation om. Nous pouvons donc penser que
I’hypotheése de marges gaussiennes n’est pas vérifiée. En fait, le fait d’avoir spécifié des marges non appropriées
induit des biais dans I’estimation du parametre de la copule. Sur le tableau suivant, nous reportons les valeurs
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des 3 estimateurs, ainsi que celles des estimateurs des moments. L’estimateur om est tres proche des estimateurs
Oc (7) et Oc (0)-

ML IFM  om fc(7) 6c(d)
Oc | 4.597 4.440 3579 3.525  3.442
7(0c) | 043 042 036 035  0.34

0| 0c 0.61 0.60 0.51 0.51 0.50

Pour certaines copules, nous pouvons obtenir des expressions analytiques des estimateurs IFM et om de 6¢,
ce qui réduit les temps de calcul. Remarquons tout d’abord que la log-vraisemblance s’écrit

e = arg maxz Inc(tjq,...,0n;0c) (7.43)
j=1

Pour la méthode IFM, nous avons 4;; = F; (xj,i; 91) Dans le cas de la méthode om, i, ; = li‘l (m”) Nous en

déduisons que les estimateurs IFM et om ont la méme expression analytique.

Remarque 28 Pour estimer la matrice p des paramétres de la copule Normale, nous pouvons employer l’algo-
rithme suivant :

1. Transformer les données i;; en données ‘gaussiennes’ @1 (i ;).

2. Calculer la matrice de corrélation des données gausiennes.

Code GAUSS 36 (Estimation de la matrice p des parameétres de la copule Normale)
/*

**> regCopulaNormal
ok

*/

proc (1) = regCopulaNormal (u);
retp( corrx(cdfni(u)) );
endp;

Remarque 29 BOUYE et al. [2000] proposent d’estimer la matrice p des parameétres de la copule Student avec
Ualgorithme suivant :

1. Soit py lestimation de la matrice p des parametres de la copule Normale.

2. pr41 est obtenue de la facon suivante :

. 1 (1/ + n) " §j§JT
Pov1 = — pe (7.44)
m v ;14—%7%19/1/
avec
t, ! (1)
S = : (7.45)
t;l (ﬂj,n)

3. Répéter la seconde étape jusqu’a la convergence — pri1 = pr (:= Poo)-

Code GAUSS 37 (Estimation de la matrice p des paramétres de la copule Student)

/*
*x> regCopulaStudent
*k

*/
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proc (2) = regCopulaStudent(u,nu);
local varsigma,rhoNormal,rho;
local m,n,v,cvg,inv_rho,j,stderr;

varsigma = cdfni(u);
rhoNormal = corrx(varsigma);
if _rho_student /= 0;

_rho_ = _rho_student;
else;

_rho_ = rhoNormal;
endif;

m = rows(u); n = cols(u);
varsigma = cdfti(u,nu);
cvg = 1;
do until cvg < le-6;
inv_rho = invpd(_rho_);
rho = 0;
j=1
do until j > m;
v = varsigmalj,.]’;
rho = rho + (vxv’) / (1+v’inv_rho*v/nu);
i=i+y
endo;
rho = (nu + n) / nu * (rho/m);
stderr = sqrt(diag(rho));
rho = rho ./ stderr ./ stderr’;

cvg = abs(det(rho)-det(_rho_));
_rho_ = rho;
endo;

retp(rho,rhoNormal) ;

endp;
AL  AL-15 Cu NI PB
AL 1 0.8418 0.4850 0.3790 0.3525
AL-15 1 0.4262 0.3390 0.3133
Cu 1 0.4037  0.3524
NI 1 0.3292
PB 1

TABLE 7.4. Matrice fom (copule Normale)

AL  AL-15 Cu NI PB
AL 1 0.8183 0.3256 0.2538 0.1888
AL-15 1 0.2706 0.2225 0.1634
CuU 1 0.2668 0.2184
NI 1 0.1944
PB 1

TABLE 7.5. Matrice pom (copule Student avec v = 1)

Reprenons 'exemple du LME. En supposant une copule Normale, nous obtenons la matrice des parametres
de la table 7.4. Nous pouvons comparer ces résultat avec ceux des tables 7.1, 7.2 et 7.3. Dans le cas de la copule
Student, nous obtenons les résultats des tables 7.5 & 7.9.

Remarque 30 Parfois, il est fastidieuzx de calculer analytiquement la densité de la copule. La procédure Compute-
PdfCopula2 permet de l’obtenir a partir des différences finies.
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AL  AL-15 CuU NI PB
AL 1 0.8738 0.4281 0.3501 0.2812

AL-15 1 03705 0.3136 0.2517
cu 1 03626 0.3006
NI 1 02770
PB 1

TABLE 7.6. Matrice pom (copule Student avec v = 2)

AL AL-15 CuU NI PB
AL 1 0.8867 0.4653 0.3859 0.3193
AL-15 1 0.4086 0.3491 0.2895
Cu 1 0.3979 0.3353
NI 1 0.3109
PB 1

TABLE 7.7. Matrice pom (copule Student avec v = 3)

Code GAUSS 38 (Calcul numérique de la densité d’une copule)

/*
**> ComputePdfCopula2
*k

*/

proc (1) = ComputePdfCopula2(cdfCopula,ul,u2);

local cdfCopula:proc;

local C0,C1,C2,C12,eps,aul,daul,uldh,dhl,au2,dau2,u2dh,dh?2;

CO = cdfCopula(ul,u2);

eps = 6.0554544523933429¢-6;

aul = abs(ul);

daul = ul ./ missrv(miss(aul,0),1);

uldh = ul + eps*_max_(aul,le-2).*daul;

dhl = uldh-uil;

au2 = abs(u2);

dau2 = u2 ./ missrv(miss(au2,0),1);

u2dh = u2 + eps*_max_(au2,le-2).*dau2;

dh2 = u2dh-u2;

Cl = cdfCopula(ul+dhl,u2);

C2 = cdfCopula(ul,u2+dh?2);

C12 = cdfCopula(ul+dhl,u2+dh2);

retp( ((C12 - C2) - (C1 - C0)) ./ (dhl.*dh2) );
endp;

A titre de comparaison, le graphique 7.8 reproduit les exemples du graphique 3.8, mais la densité de la copule
a été calculée numériquement avec la procédure ComputePdfCopula?2.

Reprenons 'exemple de la transformation v de DURRLEMAN, NIKEGHBALI et RONCALLI [2000]. Nous avons

C, (u1,u2) =7 (C (v (u1),7 (u2))) (7.46)

L’expression de la densité est relativement complexe :
c (Ul u2) _ ’Y/ (ul) ’Y/ (UQ)
T Y (yH(C (v (w1) v (u2))))
e tan) iy Y OTH(C () 7 (u2)))
( O e = TG 6 () o (w))

5 Co1 (7 (u1) , 7 (u2)) Crj2 (v (u1) ,y (UQ))>

(7.47)

Le graphique 7.9 correspond au graphique 11 de DURRLEMAN, NIKEGHBALI et RONCALLI [2000]. 11 a été obtenu
avec le code suivant :
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AL  AL-15 CuU NI PB
AL 1 0.8908 0.4824 0.4020 0.3377
AL-15 1 0.4263 0.3653 0.3080
Cu 1 0.4137 0.3521
NI 1 0.3271
PB 1

TABLE 7.8. Matrice pom (copule Student avec v = 4)

AL AL-15 CuU NI PB
AL 1 0.8919 0.4913 0.4099 0.3477
AL-15 1 0.4355 0.3732 0.3181
Cu 1 0.4216 0.3610
NI 1 0.3356
PB 1

TABLE 7.9. Matrice pom (copule Student avec v = 5)

new;
library copula,optmum,pgraph;
CopulaSet;

tau = 0.5;
proc FindParameter (theta);
retp((-KendallCopulaFrank(theta) + tau)~2);

endp;

{theta,f0,g0,retcode} = Qnewton(&FindParameter,7);

betal = 1; beta2
beta3 = 1; betad

1;
0.025;

proc phi(x);
local y;
x = x"(1/betal); y = (beta3+betad)*x ./ (beta3*x+tbetad) ;
retp( y~(1/beta2) );

endp;

proc invphi(x);
local y;
X = x"beta2; y = betad*x ./ (-beta3*x+tbetad+beta3) ;
retp( y“betal );

endp;

proc cdfCopula(ul,u2);
retp( invphi(cdfCopulaFrank(phi(ul),phi(u2),theta)) );
endp;

proc pdfCopula(ul,u2);
retp( ComputePdfCopula2(&cdfCopula,ul,u2) );
endp;

x1 = seqa(-3,0.01,601); x2 = x1°;
ul = seqa(0.01,0.01,99); u2 = ul’;

pdf1
pdf2

pdfCopula(ul,u2);
pdfCopula(cdfn(xl) ,cdfn(x2)) .* pdfn(xl) .* pdfn(x2);
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(0]
N(0,1) 16(2,1.5)

Graphique 7.8. Courbes de niveau de densités bivariées (copule Normale)

pdf3 = pdfCopula(cdfn(xl),cdft(x2,2)) .* pdfn(xl) .* pdft(x2,2);
pdf4 = pdfCopula(cdft(xl,1),cdft(x2,5)) .* pdft(xl,1) .* pdft(x2,5);

graphset;
begwind;
window(2,2,0);
_pnum = 2; _paxht = 0.25; _pnumht = 0.20;
fonts(’’simplex simgrma’’);
_pzclr = 9]10111/12[13114115(19110111]12(13114|15(9]10111]12[13[14]15;

setwind(1);
_plev = seqa(0.25,0.25,7) |seqa(1.5,0.1,50);
xtics(0,1,0.2,2); ytics(0,1,0.2,2);
xlabel(’’\214ul1[’’); ylabel(’’\214ul2[’’);
contour (ul’,u2’,pdf1’);

_plev = 0.01|seqa(0.005,0.0075,60) ;
xtics(-3,3,1,2); ytics(-3,3,1,2);

setwind(2);
xlabel(’’\214N(0,1)°’); ylabel(’’\214N(0,1)’’);
contour(x1’,x2’,pdf2’);

setwind(3);
xlabel(’’\214N(0,1)°’); ylabel(’’\214t]2[’’);
contour(x1’,x2’,pdf3’);

setwind(4) ;
xlabel(’’\214t]11[’’); ylabel(’’\214t]5[*’);
contour(x1’,x2’,pdf4’);
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graphprt (’’-c=1 -cf=chap7-13.ps’’);

endwind;

Graphique 7.9. Lignes de niveau de la densité de la copule y-Frank avec v (z) = h(x) (61 = 1, 62 = 0.025)

7.7 Reperes historiques

La copule empirique a été introduite par DEHEUVELS [1979], qui I’a utilisée pour étudier les processus em-
piriques et les tests d’'indépendance (voir les trois articles de Paul Deheuvels de 1981). L’estimateur IFM est
proposé par SHIH et Louls [1995] et JOE et XU [1996]. Concernant 'estimateur omnibus, la formalisation a été
faite par GENEST, GHOUDI et RIVEST [1995] et SHIH et Louls [1995]. Néanmoins, on trouve la trace de celui-ci
dans des études antérieures sur les modeles de survie (voir le chapitre 10). Enfin, le probleme de efficience
asymptotique de cet estimateur est considéré par KLAASSEN et WELLNER [1997] et GENEST et WERKER [2002].
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8

Le probleme de I'agrégation de (et dans) la valeur en
risque

8.1 L’effet de diversification

Considérons deux variables aléatoires X et X5 représentant les pertes de deux marchés. Soient F; et Fs les

distributions de X; et X5. Les valeurs en risque au seuil de confiance « sont alors
VaR (X1;a) = F ' (a)
et
VaR (Xy;a) = Fy ! (a)
Nous cherchons a agréger ces deux valeurs en risque, c’est-a-dire & déterminer la VaR de X; + X5 :
VaR (X7 + Xo; ) :=inf {z : Pr{X; + X2 <2} > «}

Soit F11o la distribution de X; 4+ Xo. Nous avons

Fiio () = / / o AC(FL () Fa (22)

La valeur en risque VaR (X; + X5; ) dépend des distributions marginales, mais aussi de la copule C.

(8.1)

(8.2)

Nous considérons le cas C = C™T. Nous supposons que F; et Fy sont continues. Nous avons Xy = F, 1 (F1 (X1)).

Soit la fonction w définie par = + = + F5 ' (Fy (x)). Nous avons
a = Pr{X;+ X, <VaR(X; + Xy; )}
= E[1{w(X1) < VaR (X + X2;a)}]
= Fyi (@' (VaR (X1 + Xa;0)))

Nous en déduisons que VaR (X; + Xo;a) = @ (F; ' (a)) et nous obtenons le résultat suivant

VaR (X1 + Xs;a) = Fi'(a)+F;' (Fi (F7' (@)
= Fi'(0)+Fy ' ()
= VaR (X;1;0a) 4+ VaR (X3; )

(8.6)

Théoréme 20 Le principe d’agrégation des valeurs en risque qui consite a sommer les VaRs individuelles

repose sur I’hypothése que la dépendance entre les pertes aléatoires est la copule Fréchet CT.



Nous considérons maintenant le cas C = C~. Nous avons Xo = F;' (1 — F; (X;)). Soit la fonction w définie
par z +— z + Fy ' (1 — F; (z)). Nous avons

a = Pr {Xl + X9 < VaR (Xl + Xo; Oé)}
E[l {w (Xl) SV&R(Xl +X2;Oé)}] (87)
Contrairement au cas précédent, w n’est plus forcément une fonction monotone croissante. A titre d’exemple,

nous représentons la fonction @ (z) sur le graphique 8.1 pour différentes fonctions Fy et F5. @ () peut donc étre
croissante, décroissante ou non monotone. Par exemple, dans le cas croissant, nous avons VaR (X; + Xo; ) =

Fi = N(0,1) & Fp = t4 Fi = N(0,1) & Fp = t5
300

200

100

—100

—200

—300 = -4

3 -2 =1 s) 1 2 3 -3 -2 —1 0 1 2 3
X X
Fi = N(0,1) & F, = Up,1 Fi =N(0,1) & F, = X4
4 8
3 7
o 6
5
1
4
0
3
. .
5 1
_3 0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Graphique 8.1. Fonction w (x) pour différentes fonctions Fiet Fa
@ (F7' () et nous obtenons VaR (X1 + Xo;a) = VaR (X1;@) + VaR (Xa;1 — ). Dans les autres cas, nous
avons VaR (X; + Xg;a) = VaR (X1;1 — ) + VaR (X32; o) ou d’autres expressions plus complexes.

Exemple 18 Considérons le cas ot X = (X1, X3) est un vecteur aléatoire gaussien standard de corrélation p.
Nous avons VaR (X1;a) = VaR (Xa;a) = &1 (a). X1 + Xa est une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance 2 (1 + p). Nous en déduisons que

VaR (X + Xa;0) = /2(1 +p)@ ! () (8.8)

Nous avons donc les cas particuliers suivants :

P | -1 0 1
VaR (X1 +X2) | 0 (VaR (X)) + VaR (X2))"/®  VaR(X;) + VaR (X2)

Le choiz de la dépendance est donc primordial pour agréger les risques.

Exemple 19 Considérons le cas ot X1 ~ N (0,1) et Xo ~ t3. Le graphique 8.2 représente VaR (X1 + Xo; )
en fonction du parameétre p de la copule Normale.

Revenons sur la problématique générale de la mesure des risques dans le cas multidimensionnel. L’approche
copule permet de la considérer sous trois angles :
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Graphique 8.2. VaR (X1 + X»; «) lorsque X1 ~ N (0,1), X2 ~ t3 et C (X1, X2) est une copule Normale

1. La premiere ‘source de risque’ concerne évidemment les facteurs pris de fagon individuelle. Il est évident

que le choix de modélisation de la distribution d’un facteur peut avoir une influence importante sur la
mesure de risque. De plus, méme si deux distributions ont été calibrées pour donner la méme mesure pour
un seuil de confiance donné, le passage a un seuil de confiance plus élevé peut entrainer des différences
énormes. Bien siir, ceci est 1ié au comportement (asymptotique et non-asymptotique) des valeurs extrémes.
Par exemple, la table 8.1 illustre les différences induites par des distributions ®, t4 et to.

Rating Réglementaire (marché) BBB A AA AAA
@ 99% 99.75% 99.9% 99.95% 99.97%
Temps de retour 100 jours 400 jours 4 années 8 années 13 années
o1 () 2.33 2.81 3.09 3.29 3.43
ty ! (@) 3.75 5.60 7.17 8.61 9.83
& 1(0.99), —1
1T0.99) ty (a) 2.33 3.48 4.45 5.35 6.10
ty ' (a) 6.96 14.1 22.3 31.6 40.8
®1(0.99), -1
2T(0.99) t; " (a) 2.33 4.71 7.46 10.6 13.6

TABLE 8.1. Influence de la distribution sur la mesure de risque

. La seconde ‘source de risque’ porte sur la dépendance des facteurs, c’est-a-dire comment sont corrélés
les risques unidimensionnels. Il est difficile d’analyser le risque multidimensionnel lorsque nous n’utilisons
pas une approche copule, car il n’est pas évident de voir quelle est la part des marginales et la part de la
copule. Reprenons I’exemple 19. Nous avons X7 ~ A (0,1) et X5 ~ t3. Nous cherchons & calculer la mesure
agrégée VaR (X7 + Xs;a). Le graphique 8.3 représente VaR (X7 + X»; «) en fonction du parametre p des
copules Normale et Student (v = 1). Nous constatons que la mesure est plus grande pour cette derniere
copule. Remarquez que la ‘source de risque’ diie a la copule peut encore étre décomposée en deux :

(a) La famille de la copule est un choix important a faire. Nous rappelons que le probleme de 'agrégation
de la mesure de risque est un probleme d’agrégation de quantiles extrémement élevés (a > 99%). Il
est évident qu'une copule qui présente une dépendance de queue ne correle pas ces quantiles de la
méme fagon qu’une copule qui n’a pas de dépendance de queue.
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(b) La valeur du parametre (qui peut-étre multidimensionnel) de la copule est aussi un autre choix
important a faire. En général, ce choix est guidé par une méthode de calibration.

7.0 F

6.5 -

Normal copula
ty copula

5.5

5.0 |

4.0

3.5

2.5

L Il L Il L Il L
-0.75 -0.50 —0.25  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
o

2.0

Graphique 8.3. Comparaison de la mesure VaR (X1 + X2;99%) (copules Normale et t1)

3. Enfin, la troisieme ‘source de risque’ concerne directement la composition du portefeuille. Il est difficile
de dire que tel choix de modélisation conduit & une mesure de risque élevée ou faible sans considérer la
nature méme du portefeuille.

Prendre en compte l’effet de diversification, c’est ne pas sommer directement les valeurs en
risque, c’est-a-dire considérer une dépendence qui n’est pas la copule C+.

8.2 L’influence de la dépendance dans la VaR marché

Reprenons I'exemple de BOUYE et al. [2000]. Nous considérons trois portefeuilles composés d’actifs du LME :

|AL AL-15 CU NI PB

P, | 1 1 T 1 1
Po| -1 -1 -1 1 1
P, | 2 1 3 4 5

Nous reportons les valeurs en risque obtenues pour différentes spécifications dans les tables 8.2, 8.3 et 8.4. Par
rapport & la valeur en risque analytique (ou gaussienne), une valeur en risque construite a partir de distributions
et d'une copule plus risquées! n’est pas systématiquement plus élevée. Dans notre exemple, pour a égal & 90%,
la VaR gaussienne est plus élevée que les deux autres. Ceci est vrai aussi pour a égal a 95% dans de nombreux
cas. C’est & partir de 99% que la VaR gaussienne commence a étre moins élevée que les deux autres VaRs, et
pour des quantiles extrémes, la différence peut étre importante.

Voici le programme qui calcule les valeurs en risque de ’exemple LME.

I Terme abusif pour dire que les marges sont des distributions & queues épaisses et la copule présente une dépendance de queue
— par forcément asymptotique — plus grande que celle de la copule Normale.
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90%  95%  99%  99.5% 99.9%
P,y | 7.340 9.402 13.20 14.65 17.54
Py | 4.047 5.176 7.318 8.107  9.753
Ps | 13.96 17.90 25.21 27.92 33.54

TABLE 8.2. Marges gaussiennes et copule Normale

90%  95%  99%  99.5% 99.9%
Py | 5.797 8.112 13.36 15.65 20.15
P, | 3.812 5531 9.801 11.65 16.34
Ps | 13.45 19.32 3415 40.77 54.95

TABLE 8.3. Marges gaussiennes et copule Student t;

new;

library copula,pgraph,optmum;
CopulaSet;

dataset = ’’1lme’’;

let vars = AL AL-15 CU NI PB;

data = LoadData(dataset,vars);
dates = LoadData(dataset,’’date’’);

let thetal[3,5] = 11111
-1-1-111
21-34 -5;

theta = theta’;

let alpha = 0.90 0.95 0.99 0.995 0.999;
let P = 100 100 100 100 100;

ns 300000;

nu = 1;

data = 1ln(data);

r = packr(data - lagl(data));
mu = meanc(r);

sigma = stdc(r);

u = dependogram(r) ;

{rhoStudent,rhoNormal} = regCopulaStudent (substute(u,u.==1,1-__macheps) ,nu);

format 8,4;

output file = chap8-4.out reset;

/*
**> Normal copula + Gaussian distributions
*k

*/
rndseed 123;

u = rndCopulaNormal (rhoNormal,ns);

r = mu’ + cdfni(u) .* sigma’;

thetaStar = theta .* P;

VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));
i=1;

do until i > cols(VaR);
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| 90% 95%  99% 99.5% 99.9%
P, | 6.593 8.885 14.33 16.98 23.96
Py | 3.778 5.021 7.928 9.351 13.42
Py | 12.80 17.13 27.52 32.89  49.09

TABLE 8.4. Marges student t4 et copule Normale

VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1+1;
endo;

print VaR’;
clear u,r;

/*
**> Student copula + Gaussian distributions
*ok

*/
rndseed 123;

u = rndCopulaStudent (rhoStudent,nu,ns);
r = mu’ + cdfni(u) .* sigma’;

i=1;

do until i > cols(VaR);
VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1+1;

endo;

print VaR’;

clear u,r;

/*
**> Normal copula + Student distributions
*k

*/
rndseed 123;

df = 4;
sigma = sigma/sqrt(df/(df-2));

u = rndCopulaNormal (rhoNormal,ns) ;

r = mu’ + cdfti(u,df) .* sigma’;

thetaStar = theta .* P;

VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));

i=1;

do until i > cols(VaR);
VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1+1;

endo;

print VaR’;
clear u,r;

output off;
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8.3 Construire une VaR marché semi-historique

Nous proposons dans cette section une utilisation originale des copules pour calculer la valeur en risque. C’est
une VaR semi-historique puisque la dépendance des facteurs est une copule Normale (ou une autre copule) et les
marges des facteurs sont les distributions empiriques. C’est donc une combinaison de la VaR, historique (pour
les directions unidimensionnelles) et de la VaR paramétrique (pour la dépendance des directions unidimension-
nelles).

Remarque 31 Cette VaR peut étre intéressante lorsque les facteurs de risque ne sont pas évalués sur les mémes
périodes de temps. Dans ce cas, Il n’est pas possible de construire une VaR historiqgue. On peut construire une
VaR gaussienne en prenant des corrélations conservatrices (& dire d’expert par exemple). 1l est & craindre que
celle-ci sous-estime fortement le risque puisque les marges sont gaussiennes. La VaR semi-historique est donc
une VaR historique avec un mécanisme de dépendance paraméirique ou une VaR paramétrique (au sens ot la
copule est paramétrique, par exemple Normale) avec des marges historiques (c’est-a-dire empiriques).

Soit un portefeuille linéaire de n actifs. Nous notons P; (t) et r; (t) le prix et le rendement de lactif 7 & la
date ¢. Si 6 = (04,...,0,), la valeur du portefeuille a la date ¢ est

P(t)=> 0P (t) (8.9)

Nous supposons que les facteurs de risque sont les rendements des actifs. A la date ¢, la valeur du portefeuille
P (t+ 1) est aléatoire et nous avons

P(t+1) = ieipi(t+l)

= iGZPl (t) (1+7“i (t—l—l)) (810)

Le P&L entre les dates t et t + 1 est donc

H(t+1[t) = P(t+1)—P(1)
=1

= 6,(t) r(t+1) (8.11)

ou r(t+1) est le vecteur aléatoire des rendements (rq (t+1),...,r, (t+ 1)) et 0, (t) est le vecteur dont la
i-ieme composante est 6;P; (t). Notons F la distribution de r (¢ + 1). La valeur en risque au seuil de confiance
« est alors définie par

VaR () —inf{z:Pr{llI(t+1]¢t) <z}>1-—a}

~-F'(1-a) (8.12)

Dans le cas de VaR gaussienne, nous supposons que r (t + 1) ~ A (u, ). Nous en déduisons que
HE+1[t)~N (9* 07 w0, ) 26, (t)) (8.13)
Nous obtenons finalement
r—0, (t)T H
0. ()" 20, (1)

o =1-qa (8.14)

et donc

VaR (a) = =0, ()" 4+ 7 (a) /6, ()" 26, () (8.15)
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Code GAUSS 39 (Calcul de la valeur en risque gaussienne)
/*

**> gaussianVaR
*k

*/

proc (1) = gaussianVaR(data,P,theta,alpha);
local r,mu,sigma,thetaStar,VaR,i;

data = 1ln(data);

r = packr(data - lagl(data));
mu = meanc(r);

Sigma = vcx(r);

thetaStar = theta .* P;
VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));

i=1;
do until i > cols(VaR);
VaR[.,i] = - thetaStar[.,i]l’mu +

cdfni(alpha) * sqrt(thetaStar[.,i]’Sigma*thetaStar[.,i]);
i=1+1;
endo;

retp(VaR);
endp;

Pour la VaR historique, F est modélisée par la distribution empirique F. Supposons que nous disposions d’un
historique de m observations des rendements. Soit ¥; = (#1,...,7;,) le vecteur des rendements de la j-ieme

observation. Nous pouvons calculer le P&L historique associé

I =0, (t) % (8.16)

La distribution empirique I est alors caractérisée par le vecteur (ﬁl, . ,f[m> et B! (1 — @) correspond au
quantile 1 — a de (f[l, . ,ﬁm).
Code GAUSS 40 (Calcul de la valeur en risque historique)
/*
**> historicalVaR
*ok
*/
proc (1) = historicalVaR(data,P,theta,alpha);

local r,thetaStar,VaR,i;

data = 1ln(data);

r = packr(data - lagl(data));

thetaStar = theta .* P;

VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));

i=1;

do until i > cols(VaR);

VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1i+1;

endo;

retp(VaR);
endp;
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Pour la VaR semi-historique, la distribution des rendements est construite avec les marges empiriques et une
copule paramétrique. F~! (1 — a) est ensuite calculé par la méthode de Monte Carlo.

Code GAUSS 41 (Calcul de la valeur en risque semi-historique (copule Normale))
/*

**> copulaNormalVaR
ok

*/

proc (1) = copulaNormalVaR(data,P,theta,alpha,ns);
local r,u,rho,thetaStar,VaR,i;

data = 1ln(data);

r = packr(data - lagl(data));

dependogram(r) ;

rho = regCopulaNormal (substute(u,u.==1,1-__macheps));
thetaStar = theta .* P;

r = rndCopulaEmpiricalQuantile(rndCopulaNormal (rho,ns),r);

u

VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));

i=1;

do until i > cols(VaR);
VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1i+1;

endo;

retp(VaR);
endp;

Code GAUSS 42 (Calcul de la valeur en risque semi-historique (copule Student))

/*
**> copulaStudentVaR
* %

*/

proc (1) = copulaStudentVaR(data,P,theta,alpha,nu,ns);
local r,u,rhoStudent,rho,thetaStar,VaR,i;

data = 1ln(data);
r = packr(data - lagl(data));
u = dependogram(r) ;
{rhoStudent,rho} = regCopulaStudent (substute(u,u.==1,1-__macheps) ,nu);
thetaStar = theta .x P;
r = rndCopulaEmpiricalQuantile (rndCopulaStudent (rhoStudent,nu,ns),r);
VaR = zeros(rows(alpha),cols(thetaStar));
i=1;
do until i > cols(VaR);
VaR[.,i] = - _rndCopulaEmpiricalQuantile(r*thetaStar[.,i],1-alpha);
i=1i+1;
endo;

retp(VaR);
endp;

Reprenons ’exemple de la section précédente. Les tables 8.5 et 8.6 correspondent aux valeurs en risque
gaussienne et historique. Notons que nous obtenons de légeres différences entre la table 8.2 et 8.5 a cause du
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Monte Carlo. Les VaRs semi-historiques sont celles des tables 8.7 et 8.8. C’est la VaR semi-paramétrique avec
une copule Normale qui est la plus proche de la VaR historique.

| 90%  95%  99%  99.5% 99.9%
P, | 7185 9192 1296 1433 17.18
P, | 4.082 5241 7417 8213 9.855
Py | 1418 1819 2570 2845 34.12

TABLE 8.5. Valeur en risque gaussienne

| 90% 95%  99% 99.5% 99.9%
P, [ 6.627 9.023 1443 16.52 29.56
Py | 3434 5.008 8.946 11.28 16.24
Py | 1224 1732 31.77 36.09  50.02

TABLE 8.6. Valeur en risque historique

| 90% 95%  99% 99.5% 99.9%
P, [ 6.601 8.979 14.98 17.82 24.52
P, | 3.807 5.088 8.140 9.617 13.84
P; | 1283 17.28 28.28 33.78  46.12

TABLE 8.7. Valeur en risque semi-historique (copule Normale)

8.4 Calcul de la charge en capital pour le risque opérationnel

Dans la méthode LDA (voir FRACHOT, GEORGES et RONCALLI [2001]), nous cherchons & modéliser la perte
totale des risques opérationnels (pour un type de risque donné et une ligne de métier donnée) qui est pergue
comme une perte agrégée (aggregate loss distribution) de différents événements. Celle-ci se définit donc par

1. le nombre de pertes individuelles,

2. et le montant de chaque pertes individuelles.

A priori, nous ne connaissons pas le nombre de pertes ainsi que le montant des pertes pour la future année.
C’est pourquoi nous allons les considérer aléatoires. Nous allons donc modéliser ce nombre de pertes N par un
processus de comptage, et la distribution P de ce nombre de pertes est appelée la distribution de la fréquence des
pertes (loss frequency distribution). Nous supposons aussi que les pertes individuelles sont indépendantes et
identiquement distribuées. La distribution du montant d’une perte individuelle { est appelée la distribution de
la sévérité des pertes F (loss severity distribution). Dans ce cas 14, la perte agrégée ¢ est la somme aléatoire
(car N est aléatoire) des pertes individuelles :

N
9= (o (8.17)
n=1

La distribution G de la perte agrégée est donc une distribution composée (compound distribution) :

G(z) = Pr{N=1}xF(z)+Pr{N =2} x F* (2) +
Pr{N =3} x F¥* (2) +... (8.18)
F™ est la distribution de la somme de n pertes (i, ... ,(,. La charge en capital réglementaire (Capital-at-Risk)

correspond a la valeur en risque au seuil de confiance « :
CaR (a) =G ! (a) (8.19)

Pour information, le Comité de Bale a fixé o égal & 99.9% dans son dernier document consultatif.

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 132



| 90% 95%  99% 99.5% 99.9%
P, | 4937 7.275 1443 18.63 30.53
Py | 3.237 4.882 10.16 13.09 21.91
Py | 11.38 17.17 35.15 4542 72.88

TABLE 8.8. Valeur en risque semi-historique (copule t1)

Remarque 32 Méme si cela n'est pas l'objet du cours, précisons ce que peut étre un risque de sévérité. Pour
cela, mous wutilisons les données réelles du Crédit Lyonnais. Pour un type de risque, nous calculons le rapport
entre la perte maximale observée et le quantile a empirique. Nous obtenons les résultats suivants :

o | Mazimum/Quantile

50% =~ 160000
75% ~ 27000
90% ~ 13825

Bien sir, ce type de risque présente des rapports Mazimum/Quantile peu communs. Néanmoins, cela illustre
parfaitement la nature de nombreux types de risque opérationnel. A titre de comparaison, le rapport du quantile
99.9999% de la distribution gaussienne sur le quantile 90% de la distribution gaussienne est beaucoup plus faible :

=1 (99.9999%)

ey (8.20)

En fait, le risque opérationnel est sturement le Tisque qui présente le plus d’événements rares. Le choix de la

distribution de sévérité est donc crucial. Généralement, les distributions les plus utilisées sont les lois lognormale,
Pareto, Weibull, GEV, etc.

7

L’aggrégation est un probleme relativement difficile dans le cas du risque opérationnel. Bien siir, nous pouvons
faire 'hypothese que les différents types de risque sont indépendants. Dans ce cas, le probléeme est résolu. Si
nous voulons prendre en compte la dépendance entre les risques, nous pouvons

— soit corréler les fréquences ;

— soit corréler les pertes agrégées.

La premitére méthode a été proposée par BOUYE et al. [2000]. L’idée est de construire des distributions
multidimensionnelles de variables aléatoires de Poisson a partir des copules :

Mo Ane=A1 D2 Ane—Az
PI‘{lenl,NQ:’IlQ} = C(Z lT‘L' ,Z 2 -

! n!
n=0 n=0
C T Anemh Z2 Ane—e
Z n ’Z n o
n=0 n=0
1 —Ap n2=lyp A
Alte~ ™M Ale=A2
1 2
o (SR S M)
n=0 n=0
ni—1 ?€7A1 ng—1 )\367)\2
cl> w >y - (8.21)
n=0 n=0

A titre d’illustration, les tables 8.9 et 8.10 correspondent aux probabilités p; ; = Pr{N; =14, Ny = j} de la
distribution de Poisson bivariée avec Ay = 1, Ay = 1 et une copule Normale de parametre p. Néanmoins, les
simulations que nous avons faites montrent que le parametre p de la copule Normale a trés peu d’influence sur
la mesure de risque. Les explications sont les suivantes :

— Le choix de la copule Normale ne permet pas de mettre de la dépendance sur les extrémes. Une copule de
valeurs extrémes a une influence plus importante sur la mesure de risque.

— L’absence de dépendance sur les extrémes est accentuée par deux phénomenes : les fréquences sont discretes
(ce qui veut dire par exemple que la mesure de risque sera plus sensible a la copule si les fréquences de
Poisson sont importantes, car le caractere discret de la distribution est moins accentué) et la mesure de
risque porte sur la distribution agrégée. Nous pouvons tres bien avoir deux extrémes N7 et N, cela ne veut
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pi”j 0 1 2 3 4 5 Di,-

0 0.0945 0.133 0.0885 0.0376 0.0114 0.00268 0.368
1 0.0336 0.1 0.113 0.0739 0.0326 0.0107 0.368
2 0.00637 0.0312 0.0523 0.0478 0.0286 0.0123 0.184
3 0.000795  0.00585 0.0137 0.0167 0.013 0.0071 0.0613
4 | 7.28E-005 0.000767  0.00241  0.00381  0.00373  0.00254 0.0153
S 5.21E-006 7.6E-005 0.000312 0.000625 0.000759 0.000629 0.00307
D-j 0.135 0.271 0.271 0.18 0.0902 0.0361 1

TABLE 8.9. Loi de Poisson bidimensionnelle avec p = 0.5

Di,,j 0 1 2 3 4 5 ce Di,
0 0.0136  0.0617 0.101 0.0929 0.058 0.027 0.368
1 0.0439 0.112 0.111 0.0649 0.026 0.00775 0.368
2 0.0441  0.0683 0.0458 0.0188 0.00548 0.00121 0.184
3 0.0234  0.0229 0.0109 0.00331 0.000733  0.000126 0.0613
4 | 0.00804 0.00505 0.00175  0.000407  7.06E-005 9.71E-006 0.0153
5 0.002  0.00081 0.000209 3.79E-005 5.26E-006 5.89E-007 0.00307

D..j 0.135 0.271 0.271 0.18 0.0902 0.0361 1

TABLE 8.10. Loi de Poisson bidimensionnelle avec p = —0.5

pas dire que nous obtenons nécessairement un extréme pour la somme des deux distributions composées,
car le risque opérationnel est avant tout un risque de sévérité (quelques pertes extrémes suffisent a
représenter 95% du risque opérationnel).

Dans FRACHOT, GEORGES et RONCALLI [2001], nous présentons une seconde méthode pour agréger les risques
qui est beaucoup plus acceptable. La dépendance est directement mise sur les pertes. Soient ¥ et ¥/ deux pertes
correspondant a deux types différents de risque opérationnel. Soit G la distribution jointe. Nous avons

G (xl, xg) =C (Gl (l‘l) ,G2 (l‘g)) (8.22)

Dans ce cas, G| et Go sont les deux distributions composées qui correspondent aux variables aléatoires ¢, et
¥9. Soit G142 la distribution de ¥; 4 ¥5. Nous avons

Giy2(z) = Pr{d; +9; <z}
oG e G 52
et
CaR (a) = Gl (@) (5.24)

La grande difficulté de cette méthode est I’aspect numérique pour obtenir CaR (). En général, nous n’avons
pas d’expression analytique des marges G et Gs. Il est donc difficile de construire la distribution G et encore
plus difficile d’obtenir G142 et CaR («). Néanmoins, nous pouvons contourner ces difficultés en utilisant une
méthode de Monte Carlo. Dans ce cas, la simulation de G se fait par la méthode des quantiles empiriques.
L’exemple suivant est celui donné par FRACHOT, GEORGES et RONCALLI [2001]. Nous avons (3 ~ LN (1,1) et
Ca ~ LN (1.25,0.5). Les distributions de fréquence sont respectivement P (10) et P (12). Sur le graphique 8.4,
nous représentons la distribution de la perte totale ¥ = 97 + ¥5 pour différentes copules Nomales. La charge
en capital correspondante est reportée sur le graphique 8.5. Il est intéressant de noter que le Capital-at-Risk
semble étre une fonction linéaire du parametre p de la copule. Encore une fois, cette propriété provient
du caractére gaussien de la copule. De plus, ceci n’est plus forcément vrai si les distributions lognormales
ont un parametre o plus élevé.
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Code GAUSS 43 (Simulation de 9J; et 92 avec une copule Normale ({; ~ LN (p1,01), (o ~ LN (p2,09)y N1~

/*
*x> rndCopulaRiskOp
*k

*/

proc (1) = rndCopulaRiskOp(mul,sigmal,lambdal,mu2,sigma2,lambda2,rho,ns);
local varthetal,vartheta2,N1,N2,i,ul,u2,vartheta;

varthetal = zeros(ns,1);
vartheta2 = zeros(ns,1);

N1
N2

rndp(ns,1,lambdal);
rndp (ns,1,lambda?2) ;

i=1;
do until i > ns;
if N1[i] /= O;
varthetal[i]

sumc (_rndLN (mul,sigmal,N1[i],1));

endif;
if N2[i] /= 0;
vartheta2[i] = sumc(_rndLN(mu2,sigma2,N2[i],1));
endif;
i=1+1;
endo;

{u1,u2} = rndCopulaNormal2(rho,ns);
vartheta = rndCopulaEmpiricalQuantile(ul~™u2,varthetal”vartheta2);

retp(vartheta) ;

endp;

proc (1) = _rndLN(mu,sigma,r,c);
local u;

u = exp(mu + sigma * rndn(r,c));

retp(u);
endp;
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9

Construction et évaluation de scénarios de crise

9.1 Le cas unidimensionnel

Ce cas a déja été traité dans le cours “Théorie des valeurs extrémes et gestion des risques de marché”. Nous
considérons I'exemple de BOUYE et al. [2000] portant sur les actifs du LME. Nous reportons les échelles de
risque unidimensionnelles :

Code GAUSS 44 (Distribution GEV)

/*
**x> cdfGEV
K%

*/

proc cdfGEV(x,mu,sigma,xi);
local y,e,cdf;

= (x - muw) ./ sigma;

+ xi ¥ x;

.> 0;

.* e + __macheps .* (1-e);
exp(-( y~(-1./xi) ));

cdf .x e + (1-e) .*x (xi .< 0);

X
y
e=
y
c

<< =

df
cdf

retp(cdf);

endp;
/%
Risk scales (daily variation) for long positions (in %)
Waiting time (in years) AL AL-15  CU NI PB
5 -6.74 -4.82 -8.03 -11.01 -12.25
10 -8.57  -5.90 -9.35 -14.27 -16.35
25 -11.75  -7.68 -11.23 -20.02 -23.96
50 -14.91  -9.36 -12.76 -25.83 -32.03
75 -17.14  -1049 -13.70 -29.97 -37.97
100 -18.92 -11.38 -14.39 -33.29 -42.85

TABLE 9.1. Exemple de BOUYE et al. [2000] — Scénarios de crise pour les positions longues



Risk scales (daily variation) for short positions (in %)

Waiting time (in years)

AL AL-15 CU NI PB

)
10
25
50
5

100

6.96 5.79 753 846 11.13
8.35 7.10 8.82 9.59 14.65
10.46  9.20 10.73 11.10 21.07
12.32 11.12  12.34 1226 27.76
1352 1239 13.36 12.95 32.64
14.43 13.38 14.12 13.45 36.63

TABLE 9.2. Exemple de BOUYE, et al. [2000] — Scénarios de crise pour les positions courtes
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Graphique 9.1. Distribution GEV des minimums
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Graphique 9.2. Distribution GEV des maximums

**> pdfGEV
* %

*/

proc pdfGEV(x,mu,sigma,xi);
local y,e,pdf;

x = (x - muw ./ signma;
y=(1+xi .*%x);
e=y .>0;
y =y .* e + __macheps * (1-e);
pdf = (y~(-(1+xi)./xi)) .* exp( -(y~(-1./xi)) ) ./ sigma;
pdf = pdf .* e;
retp(pdf);

endp;

/*

*x> cdfGEVi

*ok

*/

proc cdfGEVi(alpha,mu,sigma,xi);
local cdfi;

alpha = missex(missex(alpha,alpha .<= 0), alpha .>= 1);
cdfi = mu - sigma.*(1 - (-In(alpha))~(-xi))./xi;

retp(cdfi);
endp;
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/*
*x> rndGEV
*k

*/

proc rndGEV(mu,sigma,xi,r,c);
local u;

u = cdfGEVi(rndu(r,c) ,mu,sigma,xi);

retp(u);
endp;

Code GAUSS 45 (Estimation ML des parameétres de la distribution GEV)

/*
*x> mleGEV
*ok

*/

proc (3) = mleGEV(data,sv);
local mu0O,sigma0,xi0;
local theta,g,retcode,Logl;
local mu,sigma,xi,ParNames;

if sv == 0;
sigmaO = sqrt(6/pi) * stdc(data);
mu0 = meanc(data) - 0.5772 * sigmaO;
xi0 = 0.10;
sv = muO|sigmal|xi0;
endif;

_mleGEV_data = data;

_opgdprc = &_mleGEV_gradient;
{theta,LogL,g,retcode} = optmum(&_mleGEV_fn,sv);
_opgdprc = 0;

{mu,sigma,xi} = _mleGEV_parameters(theta);

retp(mu,sigma,xi);
endp;

proc _mleGEV_fn(theta);
local mu,sigma,xi,w,logl;
{mu,sigma,xi} = _mleGEV_parameters(theta);
w = 1 + xi*(_mleGEV_data-mu)/sigma;
w = missex(w,w.<=0);

logl = - 1n(sigma) - (1+xi)*In(w)/xi - w™(-1/xi);
retp( -sumc(packr(logl)) );
endp;

proc _mleGEV_gradient(theta);
local mu,sigma,xi,g;
local w,Xc,w_xi,sigma_w,Xc_w;
{mu,sigma,xi} = _mleGEV_parameters(theta);
Xc = (_mleGEV_data-mu)/sigma;
w =1 + xi*Xc;
w = missex(w,w.<=0);
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w_xi = w(-1/xi);
sigma_w = sigma * w;
Xc_w = Xc ./ w;
g = zeros(rows(_mleGEV_data),3);
gl.,1] = ((1+xi) - w_xi) ./ sigma_w;
gl.,2] = (gl.,1] .x(_mleGEV_data-mu) - 1)/sigma;
gl.,3] (1-w_xi) .* ( In(w)/xi - Xc_w) / xi - Xc_w;
retp( -sumc(packr(g))’ );
endp;

proc (3) = _mleGEV_parameters(theta);
local mu,sigma,xi;
mu = thetall];

sigma = sqrt(theta[2]°2); /* positive parameter */
xi = sqrt(thetal3]72); /* positive parameter */
retp(mu,sigma,xi);

endp;

9.2 Le cas bidimensionnel

Les scénarios bivariés de crise peuvent étre vus comme la représentation d’une zone de défaillance. Soit Xf
et X; les statistiques du maximum des variables aléatoires X; et X5. Nous avons

Pr(xi >x1,x3 >x2) = 1-Pr(x{ <x1)—Pr(xs <x2) +Pr(xi <xi,x3 <x2)
= 1-F1 () —F2(x2) + C(F1 (1) Fa (x2))
= C(Fi(x1).F2(x2)) (9.1)
Soit 7 le temps de retour. La zone de défaillance est représentée par
— 1
{two) e 7 1CF () P2 b)) < 1} (9:2)

Prenons l'exemple du CAC40 et du DowlJones de COSTINOT, RONCALLI et TEILETCHE [2000]. En utilisant une
copule Galambos et des marges GEV, nous pouvons définir la zone de défaillance & 5 ans (voir le graphique 9.3).
Notons que pour un scénario de crise donné, nous pouvons facilement calculer le temps de retour implicite en
utilisant la relation suivante :

1 1
T = - - == (9.3)
Pr(xf >x1,x3 >x2) C(F1(x1),F2(x2))
La structure de dépendance joue alors un role crucial pour le calcul de 7. Supposons une simulation de crise
correspondant & une baisse simultanée de 10% du CAC40 et 10% du DowlJones. Voici les temps de retour
implicites unidimensionnels :

| CAC40 DowJones
T | 5.090 4.959

Si les deux actifs sont parfaitement dépendants, alors le temps de retour du couple (CAC40,DowJones) est le
maximum des temps de retour unidimensionnels. Mais si la dépendance n’est pas parfaite, alors nous obtenons
des temps de retour beaucoup plus élevés. Par exemple, nous obtenons un temps de retour égal a 304 années
dans le cas de 'indépendance. En I'absence d’information sur la dépendance, les bornes minimales et maximales
du temps de retour sont donc

5.090 <7 <304.12

Un programme de stress-testing doit étre un scénario extréme susceptible de se réaliser. Il est totalement absurde
de faire des scénarios de crise présentant des temps de retour de plusieurs centaines d’années. En général, nous
privilégions des temps de retour de 5 ans, 10 ans voire 25 ans. C’est pourquoi il est important d’avoir une
estimation de la fonction de dépendance. Dans notre exemple, le temps de retour 7 est égal a 10.779 années. 11
est deux fois plus grand que la borne inférieure, mais beaucoup plus faible que les 304 années !

Remarque 33 Vous trouverez le code GAUSS de l’exemple précédent dans RONCALLI [2000].
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Graphique 9.3. Zone de défaillance pour le couple (CAC40,DowJones) et un temps de retour de 5 ans
9.3 Le cas multidimensionnel

Dans le cas multivarié, la zone de défaillance est définie par

_ 1
{(Xl,... JXn) ER? |ug =F1(x1) s+ un =Fp (xn), C (U1, ... ,up) < T} (9.4)

avec

Cur,. . un) =Y |(=1) > C(v) (9.5)
=0

i v(u)eZ(n—i,n,1)

et Z (m,n,€) est Pensemble correspondant & {v € [0,1]" | v; € {u;, e}, > 1", X(y (v;) = m}. Il est alors possible
de calculer le temps de retour pour un vecteur donné (xi,... , x»). Nous avons alors
1

T (X155 Xn) = C(Fi(x1),---,Fn(xn)) "

Voici quelques représentations explicites de la copule C. Dans le cas n = 2, nous avons

C(Ul,UQ):17U17U2+C(U1,U2) (97)
Pour n = 3, nous obtenons
C(ui,ug,uz) = 1—ug—us—us+
C (Ul, 'LLQ) + C (ul,U3) + C (UQ,Ug) —
C (Ul,UQ,Ug) (98)

BOUYE et al. [2000] utilise la copule suivante pour modéliser la dépendance des rendements du LME :

R ~ 6. _0,\%1/02 Hon - -
C" (uy,ug, uz, ug, us) = exp |— (uf—i—u;) +ay’ — U3 — Us (9.9)
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Code GAUSS 46 (Distribution et densité de la copule C%)

/*
**> cdfCopulaBDNRR
*k

*/

proc (1) = cdfCopulaBDNRR(ul,u2,u3,u4,ub5,thetal,theta2);
retp( cdfCopulaGumbel3(ul,u2,ud,thetal,theta2) .* u3 .* ub );
endp;

/*
**> pdfCopulaBDNRR
*ok

*/

proc (1) = pdfCopulaBDNRR(ul,u2,u3,u4,u5,thetal,theta);
retp( pdfCopulaGumbel3(ul,u2,ud,thetal,theta2) );
endp;

/*
*x> cdfCopulaGumbel3
*k

*/

proc (1) = cdfCopulaGumbel3(ul,u2,u3,thetal,theta?2);
local cdf;
ul = -In(ul); u2 = -1n(u2); u3 = -1n(ul3);
cdf = ul"theta2 + u2 "theta2;
cdf = exp( - (cdf”(thetal./theta2) + u3~thetal) " (1./thetal) );
retp(cdf);
endp;

/*
**> pdfCopulaGumbel3
*%

*/

proc pdfCopulaGumbel3(ul,u2,u3,thetal,theta2);
local pdf,A,B,betal,beta2,betal2;
pdf = 1./(ul.*u2.%u3);
ul = -In(ul); u2 = -1n(u2); u3 = -1n(ul);
A ul~theta2 + u2"theta2;
B = A" (thetal./theta2) + u3~thetal;
betal = 1./thetal;
beta2 1./theta2;
betal2 = thetal./theta2;
pdf = pdf .* exp( - (B"(1./thetal)) );

pdf = pdf .* (ul.*u2)"(theta2-1) .* u3~(thetal-1);

pdf = pdf .* A~(betal2-2) .* B~ (betal-2);

pdf = pdf .* ( A"betal2 .* B~(2./thetal-1) +
(theta2-thetal) .* B betal +
(thetal-1) .* A"betal2 .*x B~(1./thetal-1) +
(thetal-1) .* (2xthetal-1) .* B~ (-1) .* A”betal2 +
(thetal-1) .* (theta2 - thetal) );

retp(pdf);

endp;
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Considérons un premier scénario de crise :

0.05
0.05
Y =1 0.05
0.05
0.05

Le temps de retour associé avec la copule estimée C® de BOUYE et al. [2000] est égale & 209 années. Si nous
supposons que la copule est respectivement C* et Ct, le temps de retour devient 2317 et 3 années. Considérons
un deuxieme scénario de crise :

0.02
0.03
Y = 0.03
0.01
0.10

Nous obtenons T3, = 27, T3 = 34, and T(;r) —4

Remarque 34 Ces deux exemples montrent qu’il est possible de comparer deux scénarios de crise en utilisant
la notion de temps de retour. Si nous faisons Uhypothése que la ‘bonne’ copule est CX, alors le premier scénario
de crise est plus sévére que le second.

Remarque 35 Il est complétement absurde de construire des scénarios de crise multidimension-
nels a partir des scénarios de crise unidimensionnels. Par exemple, si nous collectons les scénarios de
crise unidimensionnels de temps de retour 5 ans, nous obtenons

0.0696
0.0579
Y3 =1 0.0753
0.0846
0.1113

Les temps de retour implicites sont alors T(g) = 49939, ’T(é-) = 3247832 and T(;) =5/

Remarque 36 L’ensemble des stress scénarios unidimensionnels et multidimensionnels est obtenu avec le pro-
gramme GAUSS suivant :

new;
library copula,pgraph,optmum;
CopulaSet;

cls;

dataset = ’’1lme’’;
let vars = AL AL-15 CU NI PB;

data = 1n(LoadData(dataset,vars));
r = data - lagl(data);

varphi = 44; /* size of blocks (in trading days) */
T = 5|10]/25|50|751100; /* Return time (in years) */

x = seqa(0,0.0005,501);

uMax = zeros(rows(r)/varphi,cols(r));
uMin = zeros(rows(r)/varphi,cols(r));

thetaMax = zeros(3,cols(r));
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thetaMin = zeros(3,cols(r));

__output 0;
i=1;

do until i > cols(r);

rndseed 123;

block = reshape(r[.,i],rows(r)/varphi,varphi)’;
Max = maxc(block); Min = -minc(block);
{mu,sigma,xi} = mleGEV(Max,0);

thetaMax[.,i] = mulsigmalxi;

uMax[.,i] = cdfGEV(Max,mu,sigma,xi);

{mu,sigma,xi} = mleGEV(Min,O0);
thetaMin[.,i] = mulsigmalxi;
uMin[.,i] = cdfGEV(Min,mu,sigma,xi);

i=1+1;
endo;

T = 250#T / varphi; /* Return time in trading days */

alpha = 1 - 1./T;

stressMin = -100*cdfGEVi(alpha,thetaMin[1,.],thetaMin[2,.],thetaMin[3,.]);
stressMax = 100*cdfGEVi(alpha,thetaMax[1,.],thetaMax[2,.],thetaMax[3,.]);

proc computeTheta(theta);
local goodtheta;
goodtheta = zeros(2,1);
goodthetal[1] = 1 + sqrt(thetal1]"2);
goodtheta[2] = goodthetal[l] + sqrt(thetal[2]72);
retp(goodtheta) ;

endp;

proc mlProc(theta);
theta = computeTheta(theta);
retp( -sumc(
1n(pdfCopulaBDNRR (uMax[.,1] ,uMax[.,2] ,uMax[.,3],uMax[.,4],uMax[.,5],
thetal1],thetal[2]))
) )5
endp;

sv = 0.5]|1;
{theta,f,g,retcode} = optmum(&mlProc,sv);
thetaCopula = computeTheta(theta);

fn Copulal(uw) cdfCopulaBDNRR(u[1] ,u[2] ,ul3],ul4],ul5],thetaCopulall],thetaCopulal2]);
fn Copula2(u) = prodc(u);
fn Copula3(u) = minc(u);

let StressScenario[3,5] =

o O

.0 .
0 .10

0.0696 0.0579 0.0753 0.0846 0.1113;
StressScenario[3,.] = stressMax[1,.]/100;

ReturnTime = zeros(3,3);
Copula = &Copulal | &Copula2 | &Copula3;
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i=1;
do until i > rows(StressScenario);
u = cdfGEV(StressScenariol[i,.],thetaMax[1,.],thetaMax[2,.],thetaMax[3,.])’;
j=1
do until j > rows(Copula);
ReturnTime[i,j] = varphi./(250*_SurvivorCopula(Copulalj],u));

i=i+y
endo;
i=1+1;
endo;

cls; format 8,4;
output file = chap9-4.out reset;

print thetaMax;
print stressMax;

print thetaMin;
print stressMin;

print thetaCopula;
print returnTime;

output off;
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10

Modélisation des survies multidimensionnelles

Les éléments de ce chapitre sont empruntés au document de travail de GEORGES et al. [2001].

10.1 Copules de survie et fonction de survie multivariée

Soit C une fonction copule. Nous pouvons définir une fonction de survie multivariée S de la facon suivante :
S(tr,.-stn) =C(S1(t1),.-.,Sn (tn)) (10.1)
ou (Sy,...,S,) sont les fonctions de survie marginales. Comme pour les distributions, il existe un théoréme de

représentation canonique pour la fonction S.

Théoréme 21 Soit S une fonction de survie dont les marges sont Sy, ... ,S,. Alors S admet une représentation
copule :

S(tl,... atn) :é(sl (tl)a”' 7Sn (tn)) (102)

La copule C est unique si les marges sont continues.

Dans le cas n = 2, NELSEN [1999] prouve ce théoréme en partant des distributons. Soit C la copule de la
distribution bivariée des temps de survie (T7,7T5). Nous avons

S(ti,t2) = Pr{Ty >t1,To > ta}

1—F1(t1) — Fa(t2) + F (t1,t2)

81 (t1)+ s (ts) — 1+ C(1—Si (1), 1— S (t))

= C(S1(t),S2(t2)) (10.3)

avec

é(ul,z@):ul +UQ—1+C(1—U1,1—UQ> (104)
Exercice 6 Montrer que C est une fonction copule.

Dans le cas général, GEORGES et al. [2001] montrent les deux théorémes suivants :

Théoreéme 22 La relation entre les copules C et C est donnée par

9

C Uty un) =C(1—up,...,1—uy,) (10.5)



avec

C(ur,. . un) =Y [(=1)
i=0

7 v(ui,... ,un)EZ(n—i,n,l)

ot Z (m,n,e€) est Uensemble {v € [0,1]" | v; € {us, e}, >0 | Xy (vi) =m}.
Théoreme 23 La relation entre les copules C et C est donnée par

n

) =) | (=)' >

=0 v(U1,... un)EZ(n—1i,n,0)

C(uh...

Exercice 7 Montrer que pour n = 3 et n = 4, nous avons

%

C(U1,U2,U3) =

et

1%

C(u1,u2,u3,us) =

é(l—’l]lw..

- Un) (10.6)

} 1- Un) (107)

u1—|—uQ+U3—2—|—C(1—ul,l—uQ)+C(l—u1,1—u3)+
C(l—UQ,l—’ILg)—C(l—ul,l—UQ,l—U3)

(10.8)

uptustus+us—3+C(1—up, 1l —u)+C(1—up,l—ug)+C(1l—up,1l—uyg)+

C(].*’U,Q,l7U3)+C(17’U,2,17U4)+C(17U3,17U4)7C(17U1,17U2,17U3)
—C(l—ul,l—uz,l—m)—C(l—ul,l—u3,1—u4)—C(l—uz,l—u3,1—U4)

+C (1 —up, 1 —ug, 1 —ug, 1 —uy)

Code GAUSS 47 (Distribution de la copule de survie C)
/*

**> cdfSurvivalCopula
Kok

*/

proc cdfSurvivalCopula(cdfCopula,u);
local C,m,j;
if cols(u) == 1;
C = _SurvivorCopula(cdfCopula,l-u);
else;
m = rows(u);
C = zeros(m,1);
j=1
do until j > m;
C[j] = _SurvivorCopula(cdfCopula,l-ulj,.]1’);
j=i+y
endo;
endif;
retp(C);
endp;

proc _SurvivorCopula(cdfCopula,u);
local cdfCopula:proc;
local n,C,i,j,cb,e,eij;
n = rows(u);
e = ones(n,1);
Cc=1;
i=1;
do until i > n;
cb = _combination(n,i);

(10.9)
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j= 1
do until j > rows(cb);
eij = e;
eijleblj,.]1’] = submat(u,cblj,.]1’,1);
C=C+ (-1)"1 * cdfCopula(eij);
j=g+
endo;
i=1i+1;
endo;
retp(C);
endp;

proc _Combination(n,r);
local nComb,xComb,tal,Level2,i2,j2,tal2,n2,r2,xComb2;
nComb = round( exp( 1n( prodc(seqa(n,-1,r)) ) - 1lnfact(r) ) );
xComb = miss( zeros(nComb,r),0 );
tal = {};
{j2,xComb2} = _CombNextLevel(1,1,1,tal,n,r,xComb) ;
retp(xComb2) ;
endp;

proc (2) = _CombNextLevel(Level,i,j,tal,n,r,xComb);
local Level2,i2,tal2,n2,r2;
if Level <= r;
do until i > (n-r+Level);
{ j,xComb } = _CombNextLevel( Level+l,i+1,j,tal”i,n,r,xComb );
i=1i+1;
endo;
else;
xComb[j,.] = tal;
j=i+1;
retp( j,xComb );
endif;
retp( j,xComb );
endp;

Nous donnons les principaux résultats qui sont énoncés dans GEORGES et al. [2001].

Définition 17 Une copule est dite ‘radially symmetric’ ou RS si et seulement si c=cC.
Exercice 8 Montrer que C~, C* et Ct sont des copules RS.

Exercice 9 Montrer que les copules Frank, Normale et Student sont des copules RS.
Exercice 10 Montrer que les copules Gumbel, Clayton et FGM ne sont pas des copules RS.

Exercice 11 Pourquoi une copule EV absolument continue (a exception de C*) n'est pas (enfin presque tou-
jours) une copule RS ?

Théoréme 24 Dans le cas bivarié, si C; = Csy alors C, = Cs.
Exercice 12 Démontrer ce résultat.

Remarque 37 Ce théoréme ne se généralise pas au cas n > 2 (voir le contre-exemple de GEORGES et al.

[2001)).

Théoreéme 25 Nous avons Ay <é> =M (C) et AL <é> =My (C).
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10.2  Les copules Frailty

Les modeles frailty ont été popularisés par OAKES [1989]. L’idée principale est d’introduire la dépendance
entre les temps de survie 71, ..., T, en utilisant une variable aléatoire W. Etant donné la variable frailty W de
distribution G, les temps de survie sont supposés indépendants :

Pr{Ty >t,...,Tp >ty |W=w}=][[Pr{Ti >t; | W =w} (10.10)
i=1

Nous avons

S(tl,... ,tn|w)

II8: i | w)
=1
= X1 (1) x x3 (t2) x -+ X Xy (tn) (10.11)

ol x; (t) est la fonction de survie de base dans un modele & risque proportionnel :

t
Xi (t) = exp (—A; (t)) = exp (—/ i (8) ds) (10.12)
0
La fonction de survie non conditionelle est alors
S(t1,..- ,tn) =E[S(t1,... ,tn | w)] (10.13)

Nous avons donc

S(th, .. ) = / T b (0))" 4G (w) (10.14)

Afin d’obtenir une représentation plus intéressante des modeles frailty, nous avons besoin du théoréme suivant
de MARSHALL and OLKIN [1988].

Théoréme 26 (Marshall et Olkin [1988, Théoréme 2.1, p. 835]) Soient F1,... ,F, n fonctions de dis-
tribution univariée, et G une fonction de distribution de dimension n telle que G(0,...,0) = 1. Notons
les transformées de Laplace de G et des marges G, respectivement par ¢ et ,. Soit C une copule. Si

H, (z) = exp (=¥, (Fy, (2))), alors

F(z1,...,2,) :/~~/C([H1 ()", .. [Ha (20)]"") dG (wy, ... ,wn) (10.15)

est une fonction de distribution multidimensionnelle de marges F1,... ,F,.

Considérons le cas particulier ou les marges G,, sont les mémes, G est la borne haute de Fréchet et C est la
copule produit Ct. Nous obtenons

F(z1,...,2,) /H[H (z:)]"* dGq (w1)

= /eXp (—wl Zwl_l (Fl (]Jz))> dG1 (wl)
i=1
= 1 (07" (F1(z1)) + .+ 97 (B (2a))) (10.16)
La copule correspondante est donc
C(ut,...,up) =1 (V7" (wr) + ...+ 97 (un)) (10.17)

C’est un cas particulier d’une copule Archimédienne ot le générateur ¢ est I'inverse d’une transformée de Laplace.
Nous pouvons donc définir les fonctions de survie frailty de la fagon suivante :
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Définition 18 La représentation canonique d’une fonction de survie frailty est
S(t,...,tn) =C(S1(t),...,Sn (tn)) (10.18)

ot C est une copule Frailty, c’est-a-dire une copule Archimédienne dont le générateur est l’inverse de la trans-
formée de Laplace de la distribution de la variable aléatoire frailty W. Plus généralement, le générateur est
Uinverse d’une transformée de Laplace.

Exercice 13 Montrer que la copule Clayton est une copule Frailty dont la transformée de Laplace est celle d’une
variable aléatoire Gamma : ¢ (x) = (1 + x)_l/e.

Exercice 14 Montrer que la copule Gumbel est une copule Frailty dont la transformée de Laplace est celle d’une
variable aléatoire positive stable : 1 (x) = exp (—xl/e).

10.3 Inférence statistique

Ce sont les mémes techniques que celles du chapitre 7. Néanmoins, elles peuvent étre un peu plus difficiles a
mettre en place & cause des censures et des troncatures (voir GEORGES et al. [2001] pour un survey).

10.4 Les modeles de compétition de risques

Considérons n temps de défaillance latents 71, ... ,T,. Dans un modele de compétition de risques, le temps
de défaillance 7 est définie par

7 =min (Ty,...,Ty) (10.19)
Nous avons
S:(t) = Pr{min(Th,...,T,) >t}
= C(Si(t),...,S,(t) (10.20)
ot C est la copule de survie des temps de survie T1,... ,T,. Concernant la distribution et la densité de 7, nous

en déduisons que

F. (1) = 1-C(Si(t),....S. (1)

= 1-C(1-F(t),...,1 =F, (1) (10.21)
et
Fr @)=Y 0,C(S1(t),...,Sn(t) x fi (t) (10.22)
i=1
Dans le cas ou les temps de survie sont 4.4.d., nous retrouvons les résultats bien connus
F,(t)=1-[1-F1 ()" (10.23)
et
() = [1-F, ()] x...x[1=F1 ()] [ f1(£)
=1 n—1 fois
= n[I-Fi ()" (1) (10.24)
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Exemple 20 Nous considérons des temps de survie T; ~ Weibull ()\?,%). Nous avons

S; (t) = exp (—At7) (10.25)
Le tauz de risque \; (t) est donc \v;t7i~1 et Uexpression de la densité est fi(t) = /\?’nt”*le*)‘?t%. Nous
remarquons que le taux de risque est croissant lorsque v > 1 et décroissant lorsque 0 < v < 1. Si~y est égal a 1,

le tauz de risque est constant et les temps de survie sont des temps de survie exponentiels. Si nous supposons
que la copule de survie est la copule Gumbel-Hougaard de paramétre 6 > 1, nous obtenons

S;(t) = exp (_ <(—11151 ()" +...+ (~InS, (t))e)w)

n 1/0
= exp <Z (A7) ) (10.26)
=1

et
n 1/6-1 n n 1/6
(Z (A2 ) (Z it ™! (A?t%‘)e> exp [ — (Z (A?t%)9> (10.27)
i=1 i=1 i=1
Lorsque les temps de survie sont i.i.d., T est un temps de survie de type Weibull

7 ~ Weibull (nWAO, 7) (10.28)

GEORGES et al. [2001] ont étendu les résultats précédents pour toutes les statistiques d’ordre.

Théoréme 27 La fonction de survie de la statistique d’ordre T;.,, (i <mn) est donnée par la formule suivante

avec

n k Lk
=3 Z(q)’H <l> > C(vi,...,v,) (10.30)

k=i | =i V(F1(t),...,Fn(t)EZ(n—k,n,1)
Exercice 15 Montrer que
Fi, (1) =1—C(S1(t),...,Su (1)) (10.31)
et
Fom (t) = C(F1(t),... ,Fy (1)) (10.32)

Code GAUSS 48 (Distribution des statistiques d’ordre F;., (t))

/*
*x> cdfOrderStatistic
*ok

*/

proc (1) = cdfOrderStatistic(cdfCopula,cdfs,t,i);
local cdfCopula:proc;
local n,x,e,cdf,k,cb,alpha,j,u;

n = rows(cdfs); x = zeros(rows(t),n);
=1
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do until j > n;
local cdfProc; cdfProc = cdfs[j]; local cdfProc:proc;
x[.,j] = cdfProc(t);
j=i+1

endo;

e = ones(rows(t),n);
cdf = 0;
k =1;
do until k > n;
cb = _combination(n,k);
alpha = _cdfOrderStatistic(k,i);
j=1
do until j > rows(cb);
u = e;
ul.,cblj,.]]1 = submat(x,0,cblj,.]1);
cdf = cdf + alpha .* cdfCopula(u);
i=i+y
endo;
k=k +1;
endo;

retp(cdf);
endp;

proc _cdfOrderStatistic(k,i);
local alpha,l;
alpha = 0;
1l1=1i;
do until 1 > k;
alpha = alpha + (-1)~(k-1) .* k! ./ (k-1)! ./ 1! ;

1=1+1;
endo;
retp(alpha);
endp;

Pour illustrer cette procédure, nous reportons ci-dessous le programme GAUSS qui permet de reproduire
le graphique 10 de GEORGES et al. [2001] représentant la fonction de densité de différentes statistiques d’ordre
T;.n, lorsque la copule est Cook-Johnson (c’est-a-dire une copule Clayton multidimensionnelle) et les temps de
survie sont LN (0, 1).

new;
library copula,pgraph,optmum;
CopulaSet;

declare matrix _order_i,_order_n,_order_theta;

t = seqa(0.001,1/10,151);
fn F(x) = cdfLN(x,0,1);

proc cdfCopula(u);
retp( (sumc(u’”~(-_order_theta)) - cols(u) + 1)~ (-1/_order_theta) );

endp;

proc pdfOrderStatistic(theta,t,i,n);
local pdf,j;

pdf = zeros(rows(t),rows(theta));
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Graphique 10.1. Density function of order statistics 75, — Graphique 10 de GEORGES et al. [2001]

_order_i = 1i;

_order_n

’

j=1
do until j > rows(theta);
_order_theta = thetaljl;

pdf[.,j] = gradp2(&_pdfOrderStatistic,t);

i=it
endo;

retp(pdf);
endp;

proc _pdfOrderStatistic(t);

retp( cdfOrderStatistic(&cdfCopula,&F

endp;

theta

0.51112;

pdfl = pdfOrderStatistic(theta,t,10,10);
pdf2 = pdfOrderStatistic(theta,t,6,10);

theta

0.5;

.*x ones(_order_n,1),t,_order_i) );

pdf3 = pdfOrderStatistic(theta,t,3,4) ~“pdfOrderStatistic(theta,t,3,8) ~
pdfOrderStatistic(theta,t,3,12);

theta = 2;

pdf4 = pdfOrderStatistic(theta,t,3,4) “pdfOrderStatistic(theta,t,3,8) ~
pdfOrderStatistic(theta,t,3,12);

graphset;
begwind;
window(2,2,0);
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_pdate = ’’’’; _pnum = 2; _pframe = 0;
_pltype = 61113; _plwidth = 5;
_paxht = 0.20; _pnumht = 0.20; _ptitlht = 0.25;

fonts(’’simplex simgrma’’);
xlabel(’’\214t°°);

ylabel (*>\214f]i:n[(t)’?);
xtics(0,10,2.5,5);

setwind (1) ;
ytics(0,0.25,0.05,2);
title(’’\214i = 10 & n = 10°’);
_plegstr = ’’\202Q\201 = 0.5\000\202Q\201 = 1\000\202Q\201 = 2°’7;
_plegctl = {2 5 6.5 4};
xy(t,pdfl);
setwind(2);
ytics(0,0.7,0.1,2);
title(’’\214i = 6 & n = 10°7);
_plegstr = ’’\202Q\201 = 0.5\000\202Q\201 = 1\000\202Q\201 = 2°’’;

_plegctl = {2 5 6.5 4};
xy (t,pdf2);

setwind(3);
ytics(0,1.25,0.25,2);
title(’’\214\202Q\201 = 0.5 & i = 377);
_plegstr = ’’n = 4\000n = 8\000n = 12°’;
_plegctl = {2 5 6.5 4};
xy (t,pdf3);

setwind(4);
ytics(0,0.9,0.2,2);
title(?’\214\202Q\201 = 2 & i = 377);
_plegstr = ’’n = 4\000n = 8\000n = 12°7;
_plegctl = {2 5 6.5 4};
xy(t,pdfd);

graphprt (’’-c=1 -cf=chap10-2.ps’’);

endwind;

Références

[1] GEORGES, P., A-G. Lamy, E. NicoLas, G. QUIBEL et T. RoONCALLI [2001], Multivariate survival modelling :
a unified approach with copulas, Groupe de Recherche Opérationnelle, Crédit Lyonnais, Working Paper

[2] HOUGAARD, P. [1986], Survival models for heterogeneous populations derived from stable distributions,
Biometrika, 73(2), 387-396

[3] HOUGAARD, P. [1986], A class of multivariate failure time distributions, Biometrika, 73(3), 671-678

[4] HuTrcHIiNsON, T.P. and C.D. LA1 [1990], Continous Bivariate Distributions — Emphasising Applications,
Rumsby Scientific Publishing, Adelaide

[5] HurcHINsON, T.P. and C.D. LAI [1991], The Engineering Statistician’s Guide to Continous Bivariate Dis-
tributions, Rumsby Scientific Publishing, Adelaide

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 155



[6) MARSHALL, A.W. and I. OLKIN [1988], Families of multivariate distributions, Journal of the American
Statistical Association, 83, 834-841

[7] NELSEN, R.B. [1999], An Introduction to Copulas, Lectures Notes in Statistics, 139, Springer Verlag, New
York

[8] OAKESs, D. [1989], Bivariate survival models induced by frailties, Journal of the American Statistical Asso-
ciation, 84, 487-493

[9] OAKEs, D. [1994], Multivariate survival distributions, Journal of Nonparametric Statistics, 3, 343-354

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 156



11

Application au risque de crédit

Ce chapitre utilise les travaux du document de travail “Credit risk modelling with copulas” de COUTANT,
MARTINEU, MESSINES, RIBOULET et RONCALLI [2001].

11.1 Le modele CreditMetrics

Ce modele est une approche de migration de crédit (credit migration approach) et la dépendance entre les
défauts est introduite en spécifiant les probabilités de transition de rating entre les crédits.

11.1.1 La distribution de probabilité de transition

Soit m = (m; ;) la matrice de transition de rating d’un état de la nature & un autre. Par exemple, la table 11.1
est la matrice de transition & un an S&P considéré par KAvvATHAS [1999]. Nous notons R l’ensemble des huit
états de la nature :

R = {AAA,AA A BBB, BB, B, CCC,D} (11.1)
Nous introduisons ’ensemble R* = {1,... ,8} avec la correspondance suivante : 1 — D, 2 — CCC, 3 — B, etc.
(8 — AAA). Pour simplifier analyse, nous considérons une échelle de temps discrete ¢ = 0,1,2,... et nous

notons 7 (s,4;t,7) la probabilité de passer du rating ¢ & la date s au rating j & la date ¢. Nous avons
7 (s,i5t,5) = e] 1" Ve; (11.2)

La distribution de probabilité de la variable aléatoire R (s,i;t) — qui représente la valeur du rating a la
date t sachant que le rating & la date s est i« — est définie par le couple {j,II(s,i;t,5)} avec I (s,4;t,5) =
Pr{R(s,i;t) < j} = Zi:l m(s,4;t,5) et j € R*. Lorsque t — s = 1 (analyse mono-période), nous adoptons les
notations simplifiées 7 (¢; j), R (¢) et II(4; 7). Dans ce cas, nous avons 7 (i;j) = m; ; et I (4;j) = Zizl i,k Par
exemple, avec la matrice de transition 11.1, nous obtenons la table 11.2 pour II (¢; 7).

Considérons maintenant le cas de deux crédits. Dans CreditMetrics, L1 [2000] montre que la distribution
jointe II (i1, i9; j1, j2) est définie par

I (i1, 425 j1, J2) = C (XL (415 j1) . 1L (425 j2)) (11.3)
ou C est une copule Normale de matrice de parametres p. Nous avons donc

7 (i1,92; 1, J2) =  CIL(4151), 1L (i2552)) — C (M (31;51) , 1 (425 j2 — 1)) +
C (I (ir; 51 — 1), 1L (i2; 42 — 1)) — C (I (41; 51 — 1) , 1L (i2; j2)) (11.4)



Rating final

Rating initial | AAA AA A BBB BB B CCC D
AAA 9254 648 086 0.06 0.06 0.00 0.00 0.00
AA 0.63 91.87 6.64 065 0.06 0.11 0.04 0.00
A 0.08 226 91.66 5.11 061 0.23 0.01 0.04
BBB 0.05 027 584 8774 474 098 016 0.22
BB 0.04 011 064 7.8 81.14 827 089 1.06
B 0.00 011 030 042 6.75 83.07 3.8 549
CCC 0.19 000 038 075 244 12.03 60.71 23.50
D 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLE 11.1. Matrice de transition & un an S&P (en %)

Rating initial

Rating final | AAA AA A BBB BB B CCC
D 0.00 0.00 0.04 0.22 1.06 5.49 23.50

CCC 0.00 0.04 0.05 0.38 1.95 9.35 84.21

B 0.00 0.15 0.28 1.36 10.22  92.42 96.24

BB 0.06 0.21 0.89 6.10 91.36  99.17 98.68
BBB 0.12 0.86 6.00 93.84 99.21  99.59 99.43

A 0.98 7.50 97.66  99.68  99.85  99.89 99.81

AA 7.46 99.37 9992  99.95 99.96 100.00 99.81
AAA 100.00  100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

TABLE 11.2. Distribution de probabilit II (é; j) (en %)

Dans le cas multidimensionnel, nous avons
H(ila v 7iN;jla v 7]N) = C(H (217]1) PR 7H(ZN5]N)) (115)
La fonction de probabilité 7 (iy,... ,in;j1,... ,jn) est donnée par la mesure de Radon-Nikodym de la copule! :

1 1
(i ini g dn) = Y e > ()P C (W sy — k), T i gy — k) (116)

Puisqu’une copule est une fonction grounded, nous en déduisons que la probabilité de défaillance jointe D (41,... ,in)
est
D(il,... ,iN) = ’/T(il,... ,iN;D,... ,D)
C (I (i131),... I (in;1)) (11.7)

Les bornes basse et haute de la probabilité de défaillance jointe sont alors données par les copules Fréchet :
C™ (I (ir;1),... , M (in;1)) <D (in, ... ,in) < CT (I (i1;1),... , T (in; 1)) (11.8)
ou de fagon équivalente

(O (’/T(Zlv]-)a 77T(ZNa]-)) SD(Zla )ZN) SCJF (7'(‘(’&1,1), ’ﬂ-(ZN71)) (119)

Remarque 38 Dans CreditMetrics, la matrice p est identifiée a la matrice de corrélation des actifs des
différents crédits (asset correlation matriz).

Remarque 39 L’analyse précédente s’étend trés facilement au cast — s > 1.

INous utilisons la convention (—1)° = 1.
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Rating final de C5

Rating final de C; | AAA  AA A BBB BB B CCC D | 7(i1;4)
AAA 0.00 0.00 0.01 0.01 0.03 0.03 0.00 0.00 0.08
AA 0.00 0.03 0.07 0.08 0.67 1.40 0.00 0.00 2.26
A 0.00 0.07 0.22 034 6.02 7779 320 4.01| 91.66
BBB 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 342 054 1.13 5.11
BB 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.32 0.08 0.21 0.61
B 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.03 0.10 0.23
CCC 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.01
D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.02 0.04
7 (i2;7) 0.00 0.11 030 0.42 6.75 83.07 3.86 5.49 | 100.00

TABLE 11.3. Probabilités 7T(i1,i2;j1,j2) (en %) avec R(C1) = A7 R(Cz) =Bet p<Cl,CQ> =0.50

Rating final de Cy

Rating final de C7 | AAA  AA A BBB BB B CCC D | 7(ir;9)
AAA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.01 0.04 0.08
AA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.29 0.27 0.70 2.26
A 0.00 0.05 0.17 027 524 7764 356 4.74| 91.66
BBB 0.00 0.04 0.09 0.11 1.20 3.64 0.02 0.01 5.11
BB 0.00 0.01 0.02 0.02 0.20 035 0.00 0.00 0.61
B 0.00 0.01 0.00 0.01 0.09 0.11 0.00 0.00 0.23
CCC 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01
D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 0.01 0.00 0.00 0.04
7 (i2; ) 0.00 0.11 0.30 042 6.75 83.07 3.86 5.49 | 100.00

TABLE 11.4. Probabilités m (i1, i2; j1,j2) (en %) avec R (C1) = A, R (Cs2) =B et p(Cy,C2) = —0.50

11.1.2 FEtude du cas bivarié

Nous rappelons que la distribution bivariée II est définie par
I (31,25 41, j2) = C (1L (413 51) , 1L (423 j2)) (11.10)

Soient deux crédits C et Cy. Notons IT (C, Cs) la matrice dont les éléments sont I1 (i1, i2; j1, j2) avec iy = R (C1)
et io = R (C2) les ratings initiaux de Cy et Cy. Considérons deux autres crédits C3 et Cy. La difference entre
les deux matrices de probabilité II (C, Cs) et II1(C3, Cy) peut s’expliquer par deux raisons :

1. les marges sont différentes, c’est-a-dire que C3 et C4 ont des ratings initiaux qui ne sont pas ceux de C1

et Cy;

2. la copule C (Cs5, Cy) est différente de la copule C (Cy, Cy).

Bien sir, si les ratings initiaux sont les mémes, le différence provient uniquement de la fonction copule. Illus-
trons ceci avec la copule Normale de CreditMetrics. Les tables 11.3 et 11.4 donnent les probabilités 7 (A, B; j1, j2)
pour une corrélation p (C7, Cs) égale respectivement & 0.5 et —0.5. Nous remarquons qu’elles sont tres différentes.
Dans la table 11.5, les ratings initiaux de C7 et Cy sont B et CCC. A titre de comparaison, pour la table 11.6,
nous utilisons une copule Clayton de parametre § = 1 (c’est-a-dire une copule qui a un tau de Kendall égal a
celui de la copule Normale de parameétre p = 0.50).

Nous étudions maintenant la probabilité de défaillance jointe D (i1,42). En utilisant I’équation (11.9), nous
notons que les bornes basse et haute sont

D™ (il,ig) = max (0,71'1'171 + Tiy1 — 1) (1111)
et
DJr (il,ig) = min (7Ti171,71'1'271) (1112)

Ceci explique que nous obtenons des probabilités faibles pour les défauts joints & un an. Par exemple, nous
avons D (CCC, CCC) = 23.50%, D (B, CCC) = 5.49%, DT (BB, CCC) = 1.06%, etc. Sur les graphiques 11.1 et
11.2, nous représentons D (i, 42) dans le cas de la copule Normale.
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Rating final de Cy

Rating final de C; | AAA  AA A BBB BB B CCC D m(i157)
AAA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AA 0.01 0.00 0.01 0.01 0.02 0.04 0.02 0.00 0.11
A 0.01 0.00 0.02 0.02 005 0.10 0.09 0.00 0.30
BBB 0.01 0.00 0.02 0.03 006 014 0.16 0.00 0.42
BB 0.07 0.00 0.13 0.23 061 198 350 0.22 6.75
B 0.08 0.00 0.21 046 169 9.63 53.11 17.89 | 83.07
CCC 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.08 184 193 3.86
D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06 198 3.44 5.49
m (i257) 0.19 0.00 0.38 0.75 244 12.03 60.71 23.50 | 100.00

TABLE 11.5. Probabilités = (i1, i2; j1, j2) (en %) avec R (C1) = B, R (C2) = CCC et p (C1,C2) = 0.50

Rating final de Cy

Rating final de C7 | AAA  AA A BBB BB B CCC D (i1 7)
AAA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AA 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.02 007 0.01 0.11
A 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.06 020 0.02 0.30
BBB 0.00 0.00 0.00 0.01 0.02 0.09 027 0.02 0.42
BB 0.02 0.00 0.05 0.10 031 1.42 445 040 6.75
B 0.16 0.00 0.32 0.63 207 1030 53.69 15.89 | 83.07
CCC 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.08 124 251 3.86
D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.04 078 4.66 5.49
m (i2;7) 0.19 0.00 0.38 0.75 244 12.03 60.71 23.50 | 100.00

TABLE 11.6. Probabilités = (i1,12; j1, j2) (en %) avec R (C1) = B, R (C2) = CCC et une copule Clayton de parametre
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Graphique 11.1. Probabilités de défaillance jointe & un an (en %)

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque

160



A/ AA A/ BB
0.20 0.6
0.15
0.4
0.10
0.2
0.05
0.00 : 00— - : : :
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
° e
BB /B cce / cce
10 60
ol
40
ol
Al
20
A
0 [9)
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
P P

Graphique 11.2. Probabilités de défaillance jointe a cing ans (en %)

L1 [2000] définit la corrélation discréte de défaillance (discrete default correlation) de la fagon suivante

D (i1,40) — m, 17
pp (C1,Cs) = (i1, 72) = iy 1 iz 1 (11.13)
Vi1 (U= 1) mipn (1= miy01)
C’est la corrélation linéaire de Pearson de deux variables aléatoires Bernoulli By et By. Nous remarquons que

pp (C1,Cs) < pp (C1,Cs) < pb (Ch, Ca) (11.14)

avec pB‘ (C1,Ca) < 1sim 1 # mi, et pp (C1,C2) > —1. Nous représentons pp (C1, Ca) sur le graphique 11.3
pour les exemples précédents. Il est clair que le parametre p de la copule Normale, qui est la corrélation
‘asset return’ dans CreditMetrics, ne peut pas étre interprétée comme un proxy de la corrélation
discréte de défaillance. Remarquons nénamoins que si p’ (C1, Ca) > p (Cy, Ca), alors pp (C1,C2) > pp (C1, Ca)
a cause de l'ordre de concordance de la copule Normale. En général, les statisticiens utilisent une mesure plus
pertinente pour caractériser le degré de dépendance des tables de contingence :

By
0 1
0 177’(‘1‘17177{1‘271 +D(21712) ’/Til’lfD(’L'l,Z‘Q) 177&'271
B,
1 71',‘2’1 — D (il,ig) D (il,ig) 7Ti2}1
1—71'1‘1’1 7Ti1’1 1

Cette mesure est connue sous le nom de ‘odds ratio’ :

1= 10— miy 1 + D (iq,12)
(i1 — D (i1,42)) (miy,1 — D (i1,42))
0p (Cy,C3) correspond & l'indépendance et 0p (Cy, Cy) est respectivement égal & 0 et +o0o lorsque C = C~ et

C = C*. Sur le graphique 11.4, nous reportons les valeurs prises par 0p (C7,Cs). Pour une valeur fixée du
parametre p de la copule Normale, les valeurs de 0p (Cy, C) sont ‘comparables’.

Op (C1,Co) = D (iy, in) (11.15)

Remarque 40 CreditMetrics utilise une copule Normale. Si nous prenons d’autres copules, la probabilité de
défaillance jointe peut étre trés différente (les copules des graphiques 11.5 et 11.6 ont été calibrées pour donner
le méme tau de Kendall).
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Graphique 11.4. Odds ratio 0p (C1, C2)
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Graphique 11.5. Probabilités de défaillance jointe & un an (en %)
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Graphique 11.6. Probabilités de défaillance jointe & cing ans (en %)
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11.1.8 Simulation de changements de rating

Le cas multivarié est plus complexe que le cas bivarié, puisque le nombre d’états de la nature est 8V avec N le
nombre de crédits. C’est pourquoi le modele analytique est peu maniable pour des grandes valeurs de N. Nous
donnons juste un exemple de calcul de la probabilité de défaillance jointe a 5 ans pour différents portefeuilles :

I m I v v
C, | BB BB BB B CCC
C,|CCC BBB BB B A

c;| B B BB B CCC
Cc,|ccc ccc BB B CCC

Le graphique 11.7 représente la probabilité D (i1, 4,3, 44) pour t — s = 5 lorsque la matrice des parametres de

la copule Normale est de la forme :

L ppop
L pop
p(C1,C2,C3,Cy) = 1) (11.16)
1
125
Portfolio |
Portfolio Il
10.0 ———Portfolio lll
Portfolio IV
Portfolio V
7.5}
5.0}
=
s
-’
//
251 -
//
0.0 . _«—-——\———'T"""'\——T—-\V | | | | | | | | | ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

Graphique 11.7. Probabilités de défaillance jointe & cing ans (en %) pour des portefeuilles de 4 crédits

Pour des grandes dimensions, nous utilisons la méthode de Monte carlo. Pour simuler le vecteur des variables
aléatoires (R (i1),..., R (in)), nous utilisons I'algorithme & deux étapes :

1. nous simulons un vecteur de nombres aléatoires (uq,... ,un) & partir de la copule C;

2. les simulations de rating (71, ... ,7n) sont obtenues par la méthode de l'inversion de la fonction de distri-

bution :

v =1Inf {5 : I (in;J) > un} (11.17)
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Rating initial | AAA AA  BBB BBB BB CCC
1 AAA AA BBB BBB BB CCC
2 AA  AA BBB BBB BB CCC
3 AAA  AA BBB BBB BB D
4 AAA  AA BBB A BB CCC
5 AAA  AA A BBB BB CCC
6 AAA AA BBB BBB BB CCC
7 AAA A BBB BBB BB D
8 AAA  AA BBB BBB BB BB
9 AAA AA BBB BBB BB CCC
10 AAA AA BBB BBB BB CCC

TABLE 11.7. Dix simulations de changements de rating & un an (copule Normale et matrice des parametres p1)

Rating initial | AAA AA BBB BBB BB CCC
1 AAA AA BBB BBB B B
2 AA  AA A A BB CCC
3 AAA AA BBB BBB BB D
4 AAA  AA BBB A B CCC
5 AAA AA BBB BBB B CCC
6 AAA AA BBB BBB BB CCC
7 AAA  AA BBB BBB BB D
8 AAA AA BB BBB BB B
9 AAA AA BBB BB BB D
10 AAA AA BBB BBB BB CCC

TABLE 11.8. Dix simulations de changements de rating & un an (copule Normale et matrice des parameétres p2)

Pour illustrer cet algorithme, nous considérons un portefeuille de 6 crédits. Les ratings initiaux sont respec-
tivements AAA, AA, BBB, BBB, BB et CCC. Nous utilisons une copule Normale avec la matrice suivante des

parametres :

pr =

Afin de procéder & une comparaison, nous considérons une seconde matrice de parametres :

p2 =

Dans les tables 11.7 et 11.8, nous reportons 10 simulations avec la méme initialisation du générateur aléatoire.
Nous voyons l'influence de la matrice de corrélation sur la simulation des changements de rating. Par exemple,
si nous considérons la cinquiéme simulation, le rating final de C5 et Cg est respectivement BB et CCC dans le
premier cas alors que nous obtenons B et CCC dans le second cas. Si nous prenons une copule Student 3, nous

obtenons les tables 11.11 et 11.12.

1 025 07 05 0.25
1 0.5 0.25 0.25
1 075 025
1 0.25
1

1 —-0.25
1

—0.75

0.5
1

—0.5

0.25
0.75
1

—-0.25
0.25
0.25

—0.25

1

0.2
0.1
0.2
0.5
0.5

-0.2
0.1
0.2
0.5

-0.5

1
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Rating initial | AAA AA  BBB BBB BB CCC
1 AA A BBB BBB D D
2 B A D BBB A D
3 A A BB BB BB D
4 AAA A A AAA B B
5 AAA  AA  AA A D D
6 AA  AA A BBB A D
7 A B BB D D D
8 AA A B BBB BB A
9 AAA  AA A BBB A D

10 AA B CCC A A D

TABLE 11.9. Dix simulations de changements de rating a cingq ans (copule Normale et matrice des parametres p1)

Rating initial | AAA AA BBB BBB BB CCC
1 AA A B BBB D BB
2 B AA AA AA BBB D
3 A A A BBB BBB D
4 AAA  BBB BBB AA D B
5 AAA A B BB D D
6 AA AA A BBB A D
7 A B BBB B BBB D
8 AA A D B D A
9 AAA  AA D D A D
10 AA BB B A D D

TABLE 11.10. Dix simulations de changements de rating & cinq ans (copule Normale de matrice des parametres p1)

Rating initial

AAA

AA

BBB

BBB

BB

CCC

1

© 00 O U= W N

—
o

AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA

AA
AA
AA
AA
AA
AA
A
AA
AA
AA

BBB
BBB
BBB
BBB
BBB
BBB
BBB
BBB
A
BBB

BBB
BBB
BBB
A
BBB
BBB
BBB
BBB
BBB
BBB

BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB

CCC
CCC
D
CCC
CCC
CCC
D
B
CCC
CcCC

TABLE 11.11. Dix simulations de changements de rating & un an (copule Student t3 et matrice des parametres p1)

Rating initial | AAA AA BBB BBB BB CCC
1 AAA AA BBB BBB B B
2 AAA AA BBB BBB BB CCC
3 AAA AA BBB BBB BB D
4 AAA  AA BBB A B CCC
5 AAA AA BBB BBB BB CCC
6 AAA  AA BBB BBB BBB D
7 AAA AA BBB BBB BB D
8 AAA  AA BBB BBB BB B
9 AAA  AA BB BB BB D
10 AAA AA BBB BBB BB CCC

TABLE 11.12. Dix simulations de changements de rating & un an (copule Student t3 et matrice des parametres ps)
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Rating initial | AAA AA  BBB BBB BB CCC
1 AAA AA BBB BBB BB CCC

2 AA  AA BBB BBB BB CCC
3 AA  AA BBB BBB BB D
4 AA  AA BBB A BB D
5 AA  AA A A BB D
6 AA  AA A A BB D
7 AA A A A BB D
8 AA A A A BB D
9 AA A A A BB D
10 AA A A A BB D

TABLE 11.13. Simulation d’une trajectoire 10 ans (copule Normale et matrice des parametres p1)

11.1.4 Simulation de trajectoires dynamiques de rating

Dans le paragraphe précédent, nous considérons le probléme de simulation du vecteur aléatoire R (s, i;¢) avec

R (s,i1;t)
R (s,ijt) = (11.18)
R (S,iN;t)

Dans ce paragraphe, nous considérons le probleme de simulation des trajectoires dynamiques. Dans ce cas, nous
exploitons la relation

R(s,i1;8+2)=R(s+1,R(s,i1;8+1);8+2) (11.19)

et nous pouvons facilement simuler la matrice Rs_¢ (s,1;t) des trajectoires en utilisant 1’algorithme précédent
de fagon récursive. La matrice Rs_+ (s,1;¢) est de dimension (¢t — s) x N et nous avons :

R(syi;s +1) R (s in;s+1)
R, (s,i;t)= | Bls+LR(s;iss+1)55+2) - R(s+LR(s,in;s+1)55+2) (11.20)

Reprenons ’exemple précédent. Dans les tables 11.13 et 11.14, Nous considérons la simulation d’une trajectoire
10 ans. Remarquez que 1’état de la nature D est bien un état absorbant de la chaine de Markov. Chaque
graphique 11.8 & 11.12 correspond & cinq simulations de trajectoire d’'un portefeuille de 4 crédits. Les ratings
initiaux sont respectivements AAA, BBB, B et CCC. Nous utilisons une copule Normale avec les matrices suivante
des parametres :

1 025 075 05

B 1 05 025

pr= 1 0.75
1

et

1 —025 —0.75 —05

1 05  0.25

P2 1 075
1

11.1.5 Calcul de la valeur en risque

11.1.6  Procédures GAUSS
Code GAUSS 49 (Procédures de gestion des matrices de transition)
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Rating initial | AAA AA BBB BBB BB CCC
1 AAA AA BBB BBB B B
2 AA  AA A A B B
3 AA  AA A A B CCC
4 AA  AA A A D CCC
5 AA  AA A A D CCC
6 AA  AA A A D CCC
7 AA  AA A A D D
8 AA  AA BBB A D D
9 AA  AA BBB BBB D D
10 AA  AA BBB BBB D D

TABLE 11.14. Simulation d’une trajectoire 10 ans (copule Normale et matrice des parametres p2)

AAA[. ABA
:

AA A S AA

A A-—-A A
BBB e BBB ff- -l (ool - -l il il -
BB - BB !

\

B “A-- B
cee cce

D D

0 10 20 30 0 10 20 30

t t

AAA ABA

AA AA

A A
BBB BBB
BB BB

B "\:“*‘.‘ B P
ceel -y CCCL! omdkoomy

D “...\‘ ....................... D \‘..+ 2

0 10 20 30 0 10 20 30

t t

Graphique 11.8. Simulation de cinq trajectoires 30 ans (matrice de parametres p1)
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Graphique 11.9. Simulation de cing trajectoires 30 ans (matrice de parametres p1)
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Graphique 11.10. Simulation de cinq trajectoires 30 ans (matrice de parametres p2)

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque

169



e . ot ) AAA
Ay
AA + A-- AA S S Sy
A [ R R S A o SEnt R R R
BBB ey, BBBL b
N
BB ¥+ BB
B B
cce cce
D D
0 10 20 30 0 10 20 30
t t
AAA AAA
AA Foo-body A
A P s EEERE TN A
/7
BBB| --—f--Ar——#—8—8—-A- BBB e o S o
;
BBl o BB pm——;
1
B I‘____‘I B II‘ "I
v
cce cee (-t
D D Ly e e e e e o
0 10 20 30 0 10 20 30
t t

Graphique 11.11. Simulation de cinq trajectoires 30 ans (matrice de parametres p2)
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Graphique 11.12. Simulation de cinq trajectoires 90 ans (matrice de parametres p2)
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/*

*x> SetTransitionMatrix

*%
*/
proc (0) = SetTransitionMatrix(TM);
local m;
if rows(TM) == 1 and cols(TM) == 1;
if TM == 0; /* Transition Matrix --- Standard & Poor’s CreditWeek, April 15 1996 x*/
let m[7,8] = 90.81 8.33 0.68 0.06 0.12 0.00 0.00 0.00
0.70 90.65 7.79 0.64 0.06 0.14 0.02 0.00
0.09 2.27 91.05 5.52 0.74 0.26 0.01 0.06
0.02 0.33 5.95 86.93 5.30 1.17 1.12 0.18
0.03 0.14 0.67 7.73 80.53 8.84 1.00 1.06
0.00 0.11 0.24 0.43 6.48 83.46 4.07 5.20

0.22 0.00 0.22 1.30 2.38 11.24 64.86 19.79;
else; /* Standard & Poor’s Transition Matrix --- Kavvathas [2000] */
let m[7,8] = 92.83 6.50 0.86 0.06 0.06 0.00 0.00 0.00

0.63 91.87 6.64 0.65 0.06 0.11 0.04 0.00
0.08 2.26 91.65 5.11 0.61 0.23 0.01 0.04
0.05 0.27 5.84 87.76 4.74 0.98 0.16 0.22
0.04 0.11 0.64 7.85 81.13 8.27 0.89 1.06
0.00 0.11 0.30 0.42 6.75 83.08 3.86 5.49
0.19 0.00 0.38 0.75 2.44 12.03 60.71 23.50;
endif;
else;
m = TM[1:7,.];
endif;

_cm_PI =m ./ sumc(m’);
_cm_PI = _cm_PI | (zeros(1,7)71);
retp;

endp;

/*
*x> PrintTransitionMatrix
*x

*/

proc (0) = PrintTransitionMatrix(x);
call _PrintTransitionMatrix(X,_cm_rating,_cm_rating);

retp;
endp;
proc (0) = _PrintTransitionMatrix(x,RowRatings,ColumnRatings) ;
local r,c;
RowRatings = _cm_convert (RowRatings) ;
ColumnRatings = _cm_convert(ColumnRatings);

if cols(ColumnRatings) /= 1;
ColumnRatings = ColumnRatings’;

endif;

if RowRatings == O;
RowRatings = _cm_rating;

endif;

if ColumnRatings == 0;
ColumnRatings = _cm_rating;

endif;

RowRatings = RatingMapping(RowRatings,1);
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ColumnRatings = RatingMapping(ColumnRatings,1);

x = miss(0,0) "ColumnRatings’ | RowRatings™_cm_scale*x;
r = rows(x); ¢ = cols(x);
call printfm(x, zeros(l,c) | zeros(r-1,1) ones(r-1,c-1),’’%1lf’’"_cm_width”_cm_dgt); print;
retp;
endp;

proc (0) = _PrintRatings(Ratings);
Ratings = _cm_convert(Ratings) ;
Ratings = RatingMapping(Ratings,1);
call printfm(ratings, 0,’’%1f’’~_cm_width™3); print;
retp;
endp;

Code GAUSS 50 (Procédure de mapping R — R* et R* — R)
/*

**> RatingMapping

ok

*/

proc (1) = RatingMapping(r,cn);
local n,m,_cm_r,_cm_rstar,rstar,k,indx;

1et cm r[8,1] = 7)AAAJ) )7AA77 J)A)J )7BBB77 ’)BBJ’ 7}BJ} )7CCC7J )7DJJ;
let _cm_rstar([8,1] =8 7 6 5 4 3 2 1;

r = _cm_convert(r);
n = rows(r); m = cols(r);
r = vecr(r); rstar = zeros(n*m,1);

if r[1] < 1;
k =1;
do until k > 8;
indx = indexcat(r,_cm_r[k]);
if indx == error(0);
k=k+ 1;
continue;
else;
rstar[indx] = _cm_rstar[k] * ones(rows(indx),1);
endif;
k=k+ 1;
endo;
else;
k=1;
do until k > 8;
indx = indexcat(r,_cm_rstar[k]);
if indx == error(0);
k=k + 1;
continue;
else;
rstar[indx] = _cm_r[k] * ones(rows(indx),1);
endif;
k=k +1;
endo;
endif;
rstar = reshape(rstar,n,m);
r = reshape(r,n,m);
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if r[1,1] < 1 and cn == 1;
retp(r);

elseif r[1,1] >= 1 and cn == 1;
retp(rstar);

elseif r[1,1] < 1 and cn == 0;
retp(rstar);

else;
retp(r);

endif;

endp;

proc (1) = _cm_convert(r);
local typ;
if type(r) /= 6;
r=0 $+ r;
endif;
retp(r);
endp;

Code GAUSS 51 (Calcul de la fonction de probabilités = (s,i;t,j))

/*
*x> ComputePdfMigration
*k

*/

proc (1) = ComputePdfMigration(s,i,t,j);
local T™,k,1,x,pi_s_i_t_j,e_i,e_j,r,c;

i = _cm_convert(i); j = _cm_convert(j);
if i/= 0;
i = RatingMapping(i,0);
endif;
if j /= 0;
j = RatingMapping(j,0);
endif;

™ = _cm_PI;
x = 1;
k =1;
do until k > (t-8);
x = x *x TM;
k=k +1;
endo;
x = x ./ sumc(x’);
if i == 0 and j == O;
pi_s_i_t_j = x;
elseif i == 0;
e_j = _cm_e(j);
pi_s_i_t_j = x * e_j;
elseif j == 0;

e_i = _cm_e(i);
pi_s_i_t_j = e_i’ * x;
else;

r = maxc(rows(i) |rows(j));
¢ = maxc(cols(i) lcols(j));
pi_s_i_t_j = zeros(r,c);

i = ones(r,c) .* i;
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j = omes(r,c) .* j;
k=1;
do until k > r;
1=1;
do until 1 > c;
pi_s_i_t_jlk,1] = _cm_e(ilk,1])’ * x * _cm_e(j[k,1]);
1=1+1;
endo;
k=k+1;
endo;
endif;

retp(pi_s_i_t_j);
endp;

proc (1) = _cm_e(i);

local n,e,k;

if cols(i) /= 1;
i=1’;

endif;

n = rows(i);

e = zeros(8,n);

k =1;

do until k > n;
e[9-i[k],k] = 1;

k=k+ 1;
endo;
retp(e);

endp;

Code GAUSS 52 (Calcul de la distribution de probabilités II (s, i;t,5))

/*
*x> ComputeCdfMigration
*k

*/

proc (1) = ComputeCdfMigration(s,i,t,j);
local T™™,k,1,x,pi_s_i_t_j,e_i,e_j,r,c;

i = _cm_convert(i); j = _cm_convert(j);
if i/= 0;
i = RatingMapping(i,0);
endif;
if j /= 0;
j = RatingMapping(j,0);
endif;

™ = _cm_PI;
x = 1;
k=1;
do until k > (t-s);
x = x *x TM;
k=k +1;
endo;
X =x ./ sumc(x’);
x = rev(cumsumc(rev(x’)))’;
if 1 == 0 and j == 0;
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pi_s_i_t_j = x;
elseif i == 0;
e_j = _cm_e(j);

pi_s_i_t_j = x * e_j;
elseif j == 0;

e_i = _cm_e(di);

pi_s_i_t_j = e_i’ * Xx;
else;

r = maxc(rows (i) |rows(j));

¢ = maxc(cols(i) lcols(j));

pi_s_i_t_j = zeros(r,c);

ones(r,c) .* ij;

i=
j = ones(r,c) .* j;
k=1;

do until k > r;

1=1;
do until 1 > c;

pi_s_i_t_jlk,1] = _cm_e(ilk,1])’ * x * _cm_e(j[k,1]);

1=1+1;
endo;
k =k + 1;

endo;

endi

retp
endp;

f;

(pi_s_i_t_j);

Code GAUSS 53 (Calcul de la matrice des probabilités « (i1, i2; j1,j2))

/*
**x> Co
* %

*/

mputePdfMigration2

proc (1) = ComputePdfMigration2(s,il,i2,t,j1,j2,theta);
local r,c,e,pi_,k,1;

il = _cm_convert(il); jl1 = _cm_convert(jl);
i2 = _cm_convert(i2); j2 = _cm_convert(j2);
if j1 == 0 and j2 == 0;

j1 = seqa(8,-1,8);

j2 = seqa(8,-1,8);
endif;
if i1 == 0 and i2 == O;

il = seqa(8,-1,8);

i2 = seqa(8,-1,8);
endif;
if i1 /= 0; il = RatingMapping(il,0); else;
if i2 /= 0; i2 = RatingMapping(i2,0); else;
if j1 /= 0; jl1 = RatingMapping(j1,0); else;
if j2 /= 0; j2 = RatingMapping(j2,0); else;

ones(r,c);
il = i1 .x e;
pi_ =
k =1;

i2 = i2
zeros(r,c);

xoe; j1 = 31

il =

i2

jt =

j2

maxc(rows(il) |[rows(i2) |rows(j1) |[rows(j2));
maxc(cols(il) |cols(i2) |cols(j1) lcols(j2));

xoe; j2 = j2

seqa(8,-1,8);
seqa(8,-1,8);
seqa(8,-1,8);
seqa(8,-1,8);

ke

endif;
endif;
endif;
endif;
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do until k > r;
1=1;
do until 1
pi_[k,1]
1=1+1;
endo;
k=k +1;
endo;
retp(pi_);
endp;

\4

c;
_ComputePdfMigration2(s,i1[k,1],i2[k,1],t,j1k,1],j2[k,1],theta);

proc (1) = _ComputePdfMigration2(s,il,i2,t,j1,j2,theta);
local ul,u2,vi1,v2,cdfCopula;

j1 = RatingMapping(j1,0);
j2 = RatingMapping(j2,0);
ul = rev(ComputeCdfMigration(s,il,t,0)’);
u2 = rev(ComputeCdfMigration(s,i2,t,0)’);
ul = substute(ul,ul .>= 1, 1-__macheps);
u2 = substute(u2,u2 .>= 1, 1-__macheps);

ul = substute(ul,ul .<= 0, __macheps);
u2 = substute(u2,u2 .<= 0, __macheps);
vl = __macheps|trimr(ul,0,1);

v2 = __macheps|trimr(u2,0,1);

ul = uilj1l;

u2 = u2(j2];

vl = v1[j1];

v2 = v2[j2];

if _cm_cdfCopula == 0;

cdfCopula = &cdfCopulaNormal2;
else;

cdfCopula = _cm_cdfCopula;
endif;
local cdfCopula:proc;

retp( cdfCopula(ul,u2,theta) - cdfCopula(ul,v2,theta) -
cdfCopula(vl,u2,theta) + cdfCopula(vl,v2,theta) );
endp;

Code GAUSS 54 (Calcul des mesures de dépendance pp (C1,Cs) et Op (Cy, Ca))
/*

**x> DiscreteDefaultCorrelation
*k

*/

proc (1) = DiscreteDefaultCorrelation(pl2,pl,p2);
retp( (p12 - pl .* p2) ./ sqrt(pl .* (1-pl) .* p2 .* (1-p2)) );
endp;

/*
*x> (OddsRatio
*x

*/
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proc OddsRatio(pl2,pl,p2);
retp( p12 .* (1 - p1 - p2 + p12) ./ (pl -p12) ./ (p2 - pl12) );
endp;

Code GAUSS 55 (Simulation de changements de rating)
/*

**> rndRatingTransition
*k

*/

proc (1) = SimulateRatingTransition(ratings,rho,Ns);
local rndCopula,N,u,PI_,R,i;

if cols(ratings) == 1;
ratings = _cm_PI[9-RatingMapping(ratings,0),.]’;
endif;

N = cols(ratings); /* Number of assets in the portfolio */

if _cm_rndCopula == 0;
rndCopula = &rndCopulaNormal;
if rows(rho) == 1 and cols(rho) == 1;
rho = diagrv(rho*ones(N,N),ones(N,1));
endif;
else;
rndCopula = _cm_rndCopula;
endif;
local rndCopula:proc;

u = rndCopula(rho,Ns);
PI_ = cumsumc(rev(ratings));

R = zeros(Ns,N);

i=1;

do until i > N;
R[.,i] = _MatchRating(ul.,i],PI_[.,i]);
i=1+1;

endo;

i=1;

do until i > 8;
R = substute(R,R .== i, _cm_rating[9-i] );
i=1i+1;

endo;

retp(R);
endp;

proc _MatchRating(u,PI_);
retp( 1 + sumc(u’ .>= PI_ ) );
endp;

Code GAUSS 56 (Simulation de trajectoires de rating)
/*

**> rndRatingProcess
*k

Copules et Aspects Multidimensionnels du Risque 177



*/

proc (1) = SimulateRatingProcess(ratings,rho,Ns);
local N,R,i;

N = rows(ratings);
R = zeros(Ns,N);
ratings = ratings’;

i=1;

do until i > Ns;
ratings = SimulateRatingTransition(ratings’,rho,1);
R[i,.] = ratings;
i=1+1;

endo;

retp(R);
endp;

11.2  La copule implicite du modele CreditRisk+

Les défauts a l'instant 7" sont donnés par un ensemble de variables aléatoires Bernoulli B,, :

B - 1 sila firme n a fait défaut & 'instant T'
" 10 sinon

Les parametres p,, des variables B,, sont stochastiques et sont décrits par un ensemble de K facteurs indépendants
X}. Nous avons

K
Pn="Pn Y OniXk (11.21)
k=1

avec la contrainte
E[p.] = P, (11.22)

0,1 est le parametre de sensibilité de la probabilité p,, au facteur X;. Dans le modele CreditRisk+, on suppose
de plus que si les facteurs sont donnés, les défauts sont conditionnellement indépendants. La dépendance entre
les défauts est entierement introduite dans 1’équation (11.21). Donc, méme si la fonction de dépendance entre
les variables aléatoires (X1,..., Xx) est la copule produit C*, les variables aléatoires By, ..., By ne sont pas
indépendantes. Notons F,, la distribution de B,, et F la distribution jointe de (Bi,...,By). La copule dans
CreditRisk+ est alors donnée par I'expression suivante :

C(up,... ,uy)=F (Fﬁ*” (u1),... FY (uN)) (11.23)

11.2.1 Fonction de dépendance avec un facteur commun de risque

Dans ce paragraphe, nous supposons un seul facteur de risque X de moyenne u. Nous en déduisons que les
parametres p,, sont

X
Pn = Pp— (11.24)
i
Soit Fy, (b, | X = ) la distribution marginale conditionnelle. Nous avons
0 si b,<0
F,lbp | X=2)=< 1—p, si 0<b,<1 (11.25)
1 si b, >1
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Pour simplifier analyse, nous introduisons une variable aléatoire de mapping G,, avec G,, = g (B,,) définie sur
la droite réelle. Il existe alors une valeur g telle que

Pr{G, <g;} =Pr{B, <0} (11.26)

Nous pouvons ainsi écrire les distributions par rapport aux variables aléatoires G,,. Nous avons

_ _ 1—(1’/#)]3” si gn<gp
Fo(gn | X =2) = { ) § gsg (11.27)
et
Puisque les événements de défaut sont indépendants, nous avons?
o N
Florogw) = [ [[Falon | X =)h () do (11.29)
0 n=1

ou h(x) est la densité du facteur de risque X.

Nous considérons le cas bivarié. Nous obtenons la table de contingence suivante :

B
0 1
0 1—(P1+P2)+,U,_2P1P2(0'2+M2) Pl—/j,_ZPlPQ(O'Q—‘r/,LQ) 1- P
By
1 Py — 2Py P, (02 + 1i?) p2PLPy (0% + p?) P
1-P P, 1

La probabilité de défaillance jointe est alors u=2P, P, (02 + ,ug). Nous remarquons qu’au point de continuité
(1 —Py,1— Py), Pexpression de la sous-copule entre les deux temps de défaut est

0.2+ 2 0.2
C’ (ul,u2) = (M) U U2 — E (u1 + ug — 1) (11.30)

2

Nous avons le cas limite C'= Ct au point de continuité lorsque o2 — 0. De plus, nous pouvons montrer

facilement que

C'-ct (11.31)

Remarque 41 La fonction de dépendance entre les temps de défaut dans CreditRisk+ est donc positive.

Si X est une variable aléatoire I' (a, 3), nous avons

1 1
c (ul, UQ) = (1 + a) UL Uy — E (U1 + ug — 1) (1132)

La fonction de dépendance dépend seulement du parametre « (the shape parameter). Le parametre 3 (the scale

parameter) 3 n’a pas d’influence’.

2X est une variable aléatoire positive.

3Ce résultat se généralise au cas multivarié, puisqu’au point de continuité (1 — Py,...,1 — Py), nous avons
N n m
I'(a+n) _
C(ui,...,un) =Y T S (=prrmerTr ST w, (11.33)
n=0 m=0 F.Fim J=1
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Le cadre original de CreditRisk+ utilise une approximation Bernoulli-Poisson :

X
1—pp ~exp (—Pn> (11.34)
W

Nous avons alors

F(g1,... ,gn) = / HF (gn | X = 2)h (z) dz
- TLFL 007 1 ) d (11.35)
F..(g0) ={ xp (=Fa/) ot i:éi% (11.36)

D’aprés MARSHALL et OLKIN [1988], nous pouvons écrire la distribution précédente de la fagon suivante :

N
Flgi,....gn) =7 <Z —lnF;(gn)> (11.37)

n=1

ou v est la transformée de Laplace de la distribution de X. Si la relation suivante est vérifiée

—InF},(92) =¥~ (Frlgn)) (11.38)

la fonction de dépendance est une sous-copule Frailty :

N
C'(ut,...,un) =1 (Z Pt (un)> (11.39)
n=1
Lorsque X est Gamma, nous avons

P(s)=(1+p8s)"" (11.40)
La fonction de dépendance est en fait une sous-copule Cook-Johnson ou Clayton :

—Q

C’(uh...,uN):(u;”o‘+~--+u;/a—N+1) (11.41)

11.2.2  Fonction de dépendance avec différents facteurs de risque

En utilisant la méme approximation que ci-dessus, nous pouvons montrer que la distribution jointe des
variables aléatoires GG,, est

K
F(glz--~7gN) = / / H .’L‘;c dxy,
= H/ H Ok by () dag (11.42)
k=1 n=1

avec
K
an = Z 07l,kxk‘ (1143)
k=1
Au point de continuité (exp(—P1),... ,exp(—Pxy)), I'expression de la sous-copule est

K N
C'(us, ... ,un) =[] v» (Z P! (u?,,"’k“k)> (11.44)
k=1 n=1
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avec p = E[Xy].

Nous pouvons considérer différents cas. Si les défaults sont expliqués par un seul facteur, nous retrouvons le
résultat précédent (11.39). Dans le cas une firme / un facteur, nous notons Ny le nombre de firmes* influencées
par le facteur de risque Xj. Nous supposons de plus que les indices sont triés de la facon suivante :

ULy, UNy UNi+-+Ng_1+15- -+ s UNy+-- -4+ Ny, UN—-Ng+1y--- , UN

X1 Xk Xy,

Il vient que la sous-copule peut étre décomposée comme suit :
C'(ur,. .. yun) = CH (CL(w), .., Chup), ... , Cl (ux)) (11.45)
avec

UNy++Ni—1+1
u, = : (11.46)

UNy+--+Np

11.3 L’approche par processus d’intensité

Notons par (F) la filtration, c’est-a-dire I'information générée par les variables d’état. Considérons un pro-
cessus continu et non-négatif A\; et § une variable aléatoire exponentielle standard indépendante de F.,. Dans
un modele a intensité, le temps de défaut 7 est défini par

t
T = inf{tZO:/ )\Sdsze} (11.47)
0

Exercice 16 Simuler des temps de défaut lorsque N\, = cW7. Estimer la fonction de survie par une méthode
non paramétrique et comparer celle-ci avec la fonction de survie théorique :

Prir>i}———t (11.48)
cosh (otv/2)

Une premiere idée pour corréler les temps de défaut est de généraliser I'approche précente en supposant que

les processus d’intensité (/\;, AN ) sont corrélés. Néanmoins, cette méthode ne permet pas d’introduire une
dépendance assez forte sur les temps de défaut (r1,...,7n) comme le montrent JOUANIN et al. [2001] sur un
exemple.

Exercice 17 Considérer deux firmes avec A\ = oyW?2, et \2 = o2WZ2,. Nous supposons que les mouvements
t it 2t
browniens sont corrélés avec

E W1, Wa,] = pt

Calculer par Monte-Carlo les bornes de la corrélation linéaire p (11, 72), du tau de Kendall T (11, 72) et du Tho
de Spearman o (71, 72). Pourquoi la borne inférieure est égale & zéro ¢

Une seconde idée a été proposée récemment par GIESECKE [2001] et SCHONBUCHER et SCHUBERT [2001].
Celle-ci consiste & introduire la dépendance sur les variables exponentielles § = (0y, ... ,07) avec une copule

C (01, ....01).

4Bien siir, nous avons Ny + --- + Ng = N.
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Exercice 18 Considérer deuz firmes avec \j = W7, et \} = W3,. Nous supposons que les mouvements
browniens sont indépendants. Simuler des vecteurs de temps de défaut (11, 72) lorsque C (01,02) est une copule
Normale de parameétre p. Montrer que

Cc_<¢C <7'1,T2> =< C+ (1149)

avec C_ # C~ et C4 # CT.

Une troisiéme idée a été proposée par L1 [2000]. Celle-ci consiste & introduire la dépendance directement sur
les temps de défaut en utilisant une copule de survie C (71, 72).

Exercice 19 Reprendre l'ezercice précédent. Estimer la fonction de survie de (11, 72) lorsque la copule de survie
C (1, 2) est une copule Normale de parameétre p. Pour une valeur donnée de p, comparer cette fonction de survie
avec celle obtenue par la seconde méthode.

Exercice 20 Reprendre [’exercice précédent avec une copule Student a un degré de liberté et de paramétre p.

Lorsque les processus d’intensité sont déterministes, les deux dernieres approches coincident et nous avons
T ~ E(A™).

Exercice 21 A partir de la matrice de transition (11.1), calculer les probabilités de défaillance o un an, deux
ans, etc. (jusqu’a 30 ans) pour les différents ratings. Calibrer pour chaque rating le taux de risque A. Simuler
des temps de défaut du portefeuille (AAA, BB, B, A, CCC, BBB, CCC) lorsque la copule de survie est une copule
Cook-Johnson de paramétre 6. Nous supposons que les crédits du portefeuille sont des coupons 2éros® (risqués).
En prenant un tauzr sans risque égal a 5%, calculer la valeur en risque 1 an, 2 ans, 5 ans et 20 ans du portefeuille
lorsque le parametre 6 de la copule est égal a 2. Calibrer ensuite la matrice de corrélation constante de la copule
Normale afin que la VaR CreditMetrics soit égale d celle obtenue par U'approche intensité. Comparer les deuz
copules obtenues (copule Cook-Johnson de lapproche intensité et copule Normale de CreditMetrics). Refaire le
méme exercice en prenant une copule Cook-Johnson pour modéliser la dépendance de CreditMetrics. Conclure.

Pour vous guider, le programme suivant permet de simuler les deux temps de défaut 7; et 75 selon les trois
méthodes, et la corrélation p (11, 73) associée.

new;
library copula,pgraph;
CopulaSet;

proc SimulateDefaults(dt,sigmal,sigma2,rho,e);
local sqrt_dt,t,Ns,lambda0,B1,B2,lambdal,Lambda,cnd0,cndl,cnd2,tau,u;

sqrt_dt = sqrt(dt);

t = 0;

Ns = rows(e);

lambda0O = zeros(Ns,2);
Bl = 0; B2 = 0;
Lambda = zeros(Ns,2);
tau = zeros(Ns,2);
cnd0 = zeros(Ns,2);

do while 1;
t =t + dt;
u = sqrt_dt * rndn(Ns,2);
Bl = Bl + sigmal * ul.,1];
B2 = B2 + sigma2 * (rho*ul.,1] + sqrt(i-rho~2)*ul.,2]);

5Nous rappelons que

Bt,T)=1{r>1} E [exp_/tT (rs + As) ds | o (11.50)
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lambdal = (B1.*B1)~(B2.*B2); /* lambda(t) */
Lambda = Lambda + 0.5%(lambdaO+lambdal)*dt; /* int_lambda(t) */
lambda0 = lambdal;

cndl = Lambda .>= e;
cnd2 = cndl .and (cnd0 .== 0);
if sumc(sumc(cnd2));

tau = substute(tau,cnd2,t);
endif;

cndO0 = ¢cnd0 .or cndi;

if sumc(sumc(cndQ)) == (2%*Ns);
break;

endif;

endo;

retp(tau);
endp;

proc rndexp(r,c);
retp( -1n(rndu(r,c)) );
endp;

rndseed 123;

ns = 1000; /* Number of simulations of default times */

sigmal = 1;

sigma2 = 1;

dt = 1/365;

rho_w = 0.75; /* Correlation parameter between the two brownian motions */

e = rndexp(ns,2); /* Simulation of two independent exponential variates x/

taul = SimulateDefaults(dt,sigmal,sigma2,rho_w,e); /* Simulated default times
case 1

correlated BM / uncorrelated EV

!

rho_SurvivalCopula = 0.75; /* Parameter of the survival copula between
the two random default times */
{u1,u2} = rndCopulaNormal2(rho_SurvivalCopula,ns); /* Simulation of the survival Normal copula */
tau2 = rndCopulaEmpiricalQuantile(ul~u2,taul); /* Simulated default times
case 2

:: Survival Normal Copula
:: Note that rho_w has no impact on tau 2

«/

rho_Copula = 0.75; /* Parameter of the copula between
the two expenential variates */
{u1,u2} = rndCopulaNormal2(rho_Copula,ns); /* Simulation of the Normal copula */
e = -1n(ul~u2); /* Simulation of the two ’correlated’ exp. variates */

taud = SimulateDefaults(dt,sigmal,sigma2,rho_w,e); /* Simulated default times
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:: case 3
: correlated BM / correlated EV

!

print ftos(submat(corrx(taul),1,2),’’Correlation between the two survival times -- Case I : %1f22 ,5,4);
print ftos(submat(corrx(tau2),1,2),’’Correlation between the two survival times -- Case II : %1£°°,5,4);
print ftos(submat(corrx(tau3),1,2),’’Correlation between the two survival times -- Case III : %1£f°°,5,4);

Remarque 42 Pour approfondir cette section, vous pouvez consulter les travaux de HAMILTON, JAMES et
WEBBER [2001], JOUANIN et al. RONCALLI [2001], MASHAL et NALDI [2002], SCHMIDT et WARD [2002], ainsi
que les références déja citées.
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Annexe A

Hoeftding revisited

We have seen previously that the minimal and maximal distri-
butions of the Fréchet class F (F1,F2) are C~ (Fy (21),F2 (22))
and C* (Fy (x1),F3 (22)). There is a controversy about the par-
ternity of these bounds. In 1991, Schweizer writes

[...] the bounds are commonly known as the “Fréchet
bounds” and the standard reference is Fréchet’s
groundbreaking 1951 paper. Again, they may be found
(in essence) in Hoeffding’s paper. However, the attri-
bution to Fréchet is entirely appropriate : for, as A.W.
Marshall reminded me at the Symposium, they already
appear (for the n-dimensional case, as bounds on the
probability of the joint occurrence of n events) in a
paper which Fréchet wrote in 1935.

However, in the editor’s preface of the proceedings of the second
conference, Riischendorf, Schweizer and Taylor seem to adopt ano-
ther position :

Fréchet’s work is very well known. However it seems
to us that Hoeffding’s contribution have not been suf-
ficiently recognized and that he has not been given
the credit he so justly deserves. This is perhaps due
to the fact that his basic paper on scale-invariant cor-
relation theory was published just at the beginning
of the Second World War in a German journal of
Graphique A.1. Wassily Hoeffding limited circulation. We would therefore like to sug-
gest that henceforth we speak of Fréchet-Hoeffding
classes, Fréchet-Hoeffding bounds (briefly, FH-classes,
FH-bounds), etc. rather thas Fréchet classes, Fréchet
bounds, etc.

These terminologies have been adopted by Nelsen for his book.

In 1940, Wassily Hoeffding published “Masstabinvariante Korrelationtheorie” in the journal Schriften des
Mathematischen Instituts und des Instituts fiir Angewandte Mathematik der Universitdt Berlin. This article
has been forgotten during a long time, but we can now find an English translation in [1]. The subject of
the paper is to study the properties of multivariate distributions that are not affected by the change of scale
of the random variables. Let X; and X5 be two random variables with distributions F; and F5. Hoeffding



introduces a standardization such that the transformed variables U; = g1 (X;1) and Uy = g2 (X3) have given
distributions S; and S. In his first paper [2], he deals with continous distributions!. Moreover, he assumes
that the transformations are continuous, differentiable and increasing. He then shows that the joint density of
g1 (X1) and g5 (X3) is then

[ (w1, 22)

7 (1) g (22) (A1)

5(91 (901) ) 92 (xz)) =

In order to keep mathematical treatment easily, Hoeffding chooses to use a standardization based on the uniform
distribution U[_ 1] The associated transformation is also
2732

1
It comes that the standardized joint distribution S and the orginal distribition F are linked by the following
relationships
4 (1 4 /(1
S(ul,uQ) =F Fl §+U1 ,FQ §+UQ (A3)
and
1 1
F (lEl,fEQ) =S <F1 (1'1) — §,F2 (xg) — 2> (A4)

Hoeffding ends the second paragraph of [2] by remarking that the random variables X; and X5 are independent
if and only if the standardized distribution S is st (uy,uz) = (% + ul) (% + ug). The third paragraph contains
the most important results of the paper. First, Heoffding shows that the minimal and the maximal distributions
of S are S™ (ug,uz2) = max(0,u; +uz) and ST (uy,u2) = min (% + uq, % + UQ). He gives also a graphical
representation of the three distributions S+, S~ and S*. Moreover, he remarks that 0 < ;S (u1,u2) < 1 and
0 < 958 (u1,u2) < 1. The next three paragraphs treat about scale-invariant measures of dependence. First, he
calculates the standardized correlation coefficient, which has the following expression

0= 12/+% /+é (S (u1,u2) — (; +u1) (; —|—u2)> duq dug (A.5)

1 1
2 2
Hoeffing does the following remarks :

[...] the standardized correlation coefficient o possesses two essential properties which the ordinary
correlation of p does not :

1. o is scale invariant,

2. o attains the bounds £1 not only for linear, but for any one-to-one and continuous functional dependence.
Thus the standardized correlation coefficient o must always be preferred to the ordinary correlation

coefficient p, if the regression is not linear or the form of the regression curve is unknown, provided
it is assumed that these are monotonic.

For continuous distribution, ¢ is the parameter corresponding to the rank correlation coefficient
introduced by Spearman.

Hoeffding shows also that the mean square contingency ¢? measure of Pearson take the following form?

0% = /_+2 /ﬂ (s (ur, up) — 1)? duy dug (A.6)

1 _1
2 2

IThe case of discontinuous distributions is treated in [3].
2As noted by Hoeffding, the use of the weights in the original definition of Pearson becomes natural :

o [T [T (f (m1,22) — f(31) f (22))°
v /_oo /_oo f (@) f (2)

dzq dxo
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The case of stochastic independence corresponds to p? = 0. Instead of the density s (u1,us), Hoeffding uses the
distribution S (u1,us) to define another measure of dependence :

P2 = 90/+é /ﬂ (s (uy,uz) — <; +u1> @ +u2>>2 duy dug (A7)

1 1
2 2

Hoeffding gives different arguments in order to prefer this measure than the »? measure to characterize the
dependence between random variables. Note that ®2 “takes the value 1 for both monotonically increasing and
monotonically decreasing continuous functional dependence and is less than 1 otherwise”. The third part of
the article is very technical and concerns the expansion of standardized density and distribution functions by
orthogonal polynomials. This part is less interesting for us, which is not the case of the last part which concerns
the standardization of the bivariate normal distribution. To our knowledge, this is the first time that the
Normal copula appears. Hoeffding shows for example that the density s (u1,ug) is

1 p 1 2 _ _ _1 2
s(ug,ug) = ﬁexp <M (p [ (u1)]” — 207" (ug) @7 (u2) + p [ (u2)] )> (A.8)

To convince of the modernity of the Hoeffding’s paper, we do not resist to reproduce his last figure which shows
the countour lines of the Normal copula density !

Graphique A.2. The contour lines of the Normal standardized density (HOEFFDING [1940])

It is obvious that the standardized distribution S of Hoeffding is a copula function. The difference with the
Sklar’s copula is the choice of the normalization. In place of the uniform distribution Ujg 1}, Hoffding has choosen
another uniform distribution U[_ 1] But we have the following relationships :

272

1 1
S (u1,u2) = C(u1—|—27uz+2>
(woue) = ewmtguty
S(ur,u2) = Cclu 27U2 B
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CL (Ul,UQ) = SL <U1 — %
1 1
C_ (U1,UQ) = S_ <U1—2,UQ—> =

1 1 11 1
C* (uj,ug) = St <u1 — = Uy — ) = min (2 +u — 33 + Uy — 2) = min (uq, uz) (A.9)

1 1 1 1
§+U1*§ §+U2*§ = Ui1U2
m.

1 1
ax <O,u1 — 2+u2—2) = max (0,u; + ug — 1)

Moreover, the works of Hoffding point clearly to the results of SCHWEIZER and WOLLF [1981]. Nevertheless,
the choice of the transformation is not important for Hoeffding :

As stated previously, instead of the uniform distribution, we could have taken any other univariate
distribution whatever for Sy and Sy ; [...] Thus, for example, the choice of the univariate Gaussian
distribution for Sy and Sy suggests itself. But one must bear in mind that if it is not taken to be the
uniform distribution then the mathematical treatment becomes more difficult and the relationships
less clear.
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Annexe B

The uniform representation of Kimeldorf and Samspon

The works of KIMELDORF and SAMPSON begin with the publication of the article [4] in 1975. In this article,
they “discuss the problem of generating one-parameter families of bivariate distributions with fixed marginals
F, and F3”. They then propose to use the method of translation. This method have been introduced by
Edgeworth in 1898 for the multivariate normal distribution. The general case is considered in NATAF [1962]
and MARDIA [1970]. Following [14], if F is a continous multivariate distribution with margins F,, and G,, are
n univariate distributions, then there exists a one-to-one correspondance between F,, (z,,) and G,, (y,) which
does not change the probability « :

yn = Gyt (u) = G (Fy (w0)) (B.1)
and
wy =F " (u) = F1 (G (yn)) (B.2)
Nataf remarks also that
G yi,---,yn) = F(x1,...,2N)
= F(F7'(Gi(n),... . F§' (Gn (yn))) (B.3)

G is a multivariate distribution with margins G,,. If F denotes a family of multivariate distributions with
(possibly multidimensional) parameter 6, G is known as a translation family (see [11]) :

FGf(Fl,...,FN)éGGf(Gl,...,GN) (B4)

As noted by Mardia [10], the translation method is one of most simple technique to generate families of distri-
bution with given marginals. As we saw previously, important research have been done to construct families of
bivariate distributions with contains the Fréchet bounds F~ and F* and the product distribution F*. In this
case, the family is called comprehensive (DEVROYE [1986], page 581). KIMELDORF and SAMPSON [1975] stated
that only two families were known to verify these properties. The first one was due to PLACKETT [1965]. It



satisfies the following equation!

F (56171‘2;9) [1 — F1 (Il) — F2 (932) + F (xl,:c2;9)]

"= T )~ B G, O] (r2) — F (o, 2,0 7
The second one? was due to MARDIA [1970] :
F(l‘l,lfg;e) = %92 (1—9)F7 (F1 (zl),Fg ($2))+
F* (Fy (21),Fs (22)) +
%92 (1+0)FF (Fy (z1),F2 (22)) (B.8)

However, Kimeldorf and Sampson remark that this second family is “a convex combinations involving F~, F+
and FT and so is not an absolutely continuous distribution”. They also propose to construct families F (1, z2; 6)
which satisfy the following conditions? :

1. F=F when 6 =-1;

2. F=F" when # =0;

3. F=F" when § = 1;

4. For fixed 1 and zo, F (21, x2;0) is continuous in 6;

5. For fixed 0, F (x1,x2;0) is an absolutely continuous cdf.
Kimeldorf and Sampson prove then the main theorem of [4] :

Theorem 1 (Kimeldorf and Sampson [1975a, theorem 1, p. 297]) Let F (z1,22;60) be a famify of cdf’s
having fized absolutely continuous marginals F1 and Fo and statisfying any subset of (1)-(5). Let G1 and Go be
absolutely continuous cdf’s. Then G (z1,72;0) = F (F{" (G1 (21)),F5" (G2 (22)):0) is a family of cdf’s with
fized marginals Gy and Go which satisfies the same subset of (1)-(5) as does F.

In order to illustrate this theorem, Kimeldorf and Sampson construct a bivariate distribution with uniform
marginals. Without knowing it, they construct a 2-copula. It is certainly this example that gives them the
idea to define their uniform representation.

The second paper of Kimeldorf and Sampson begins where the first one finishes : it “explores the represen-
tation of bivariate distributions in terms of their bivariate uniform translates”. In [5], they define the uniform
representation U of F by

U (u1,us) = F (Fg—U (u1) ,FV (uz)) (B.9)

In Sklar’s terminology, U is indeed a copula function. More important is the notion of representation inva-
riance introduced by Kimeldorf and Sampson in the section 4 :

Definition 1 (Kimeldorf and Sampson [1975b, p. 623]) Let ~ denotes the following equivalence relation :
F ~ G if and only if they have the same uniform representation. A property (P) is said to be representation
invariant if F ~ G and F has the property (P), then G has also the property (P).

It is obvious that the property (P) is a scale-invariant property in the terminology of Hoeffding. Curiously,
Kimeldorf and Sampson cite the article [2] of Hoeffding in the first paper, but not in the “uniform represen-
tation” paper. It seems also that they do not show the link between their uniform representation U and the

1Plackett’s family of copulas is then

C(u1,u2;9):%(971)_1 [wf\/w2749(971)u1u2 (B.5)

where
w=1+4+(0—-1) (u1 + u2) (B.6)

(see MARDIA [1970] paragraphs 8.1 and 8.3 or NELSEN [1999] paragraph 3.3.1). Moreover, Mardia shows that C~, C+ and C*
correspond respectively to 6 =0, § = 1 and 0 — oco.

2This family is in fact a restriction of the Fréchet’s family (see NELSEN [1991] page 58).

3For convenience, they set 6 € [—1,1].
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standardization distribution S of Hoeffding. Moreover, they know the works of Nataf, who cites the paper of
Sklar. Unfortunately, they did not refer to this paper, and did not see that their uniform representation U is
exactly the copula C of Sklar. Nevertheless, because a distribution has a representation invariant property if the
uniform representation has this property, they saw that U can be used to study some concepts of dependence.
In particular, they gave some examples for association, total positivity, maximal correlation and positively qua-
drant dependence. We can also remark that they first give the copula representation of the Marshall-Olkin
family (see their equation 2.1 page 620). However, even if they have remarked that some dependence concepts
are related to the uniform representation, they did not see explicitely that it is the dependence function.

Their third article is very important in the history of copulas, because it is the main inspiration of the Shuffles
of Min of MIKUSINSKI, SHERWOOD and TAYLOR [1992] and the starting point of the studies of the uniform
convergence problem. KIMELDORF and SAMPSON [1978] show that one can pass from stochastic dependence
to complete dependence in the natural sense of weak convergence. To illustrate this point, they consider the
following example :

Partition the unit square into n? congruent squares and denote by (i,j) the square whose upper
right corner is the point with coordinates x = i/n, y = j/n. Similarly, partition each of these n?
squares into n? subsquares and let (i, j,p,q) denote subsquare (p,q) of square (i,j). Now let the
bivariate rv (U,, V) distribute mass n~2 uniformly on either one of the diagonals of each of the n?
subsquares of the form (i, j,j,i) for 1 <i<mn,1<j<n.
We reproduce the example of Kimeldorf and Sampson [6] in figure B.1. The authors show that the copula C,,
of the random variables (U, V;,) converges in law to the product copula C*. The proof of this result is very
intuitive* if we remark that the mass is distributed uniformly in the unit square [0, 1]2. This example leads
Kimeldorf and Sampson to propose a new definition of the complete dependence. In 1963, Lancaster [9] has
defined the complete dependence as follows :

Definition 2 (Lancaster [1963, p. 1315]) A random variable Y is said to be completely dependent on a
random variable X if there exists a function f such that

Pr{Y =f(X)} =1 (B.10)
If also X is completely dependent on Y, the two variables are said to be mutually completely dependent.

Definition 3 (Kimeldorf and Sampson [1978, definition 1, p. 897]) Y is said to be monotone dependent
on X if the function f in equation (B.10) is monotone.

In the previous example, (U,, V,,) are mutually completely dependent whereas they are independent in the limit
case n — oo. This problem is avoided in the case of the monotone dependence, because if (U, V,,) are monotone
dependent, the random variables are also monotone dependent in the limit case.
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Graphique B.1. Support of the distribution of (Us, V3) (KIMELDORF and SAMPSON [1978])
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Annexe C

The dependence function of Paul Deheuvels
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Annexe D
Markov Operators and Copulas

In what follows, copulas are always of dimension two and C denotes the set of 2-copulas. The link between
Markov operators and 2-copulas have been done in the second conference “Distributions with Fized Marginals,
Doubly Stochastic Measures, and Markov Operators” in Seattle in 1993. The connection has been exhibited by
OLSEN, DARsOwW and NGUYEN [1996], only after discovering the relationship between Markov processes and
copulas (see their seminal article [7]). However, to clarify our purpose, we have preferred to present in a first
time Markov operators.

D.1 The characterizations of Brown and Ryff

Markov operators have been introduced by Brown [4] in 1966. The original definition is based on Markov
processes. Let (2, F, P) be a probabilistic space. We denote P;; (,.4) a stochastic transition function and m
an invariance measure' for Ps; (z, A). Brown remarks that we can define a bounded linear operator T in the
following way

T(f](2) = / 7 (y) Pos (2 y) (D:2)

for every f € L () and shows that T has the following properties
Property 1 T is positive i.e. T [f] > 0 whenever f >0;

Property 2 1 is a fized point of T.

Property 3 E [T [f]] = E[f] for every f € L™ (Q).
By collecting these properties, Brown defines then Markov operators without refering to Markov processes :

Definition 4 (Brown [1966, p. 15]) Let (Q,F, P) be a probabilistic space. A linear operator T : L (2) —
L*> (Q) is a Markov operator if

(a) T is positive i.e. T [f] > 0 whenever f >0;
(b) 1 is a fized point of T.
(c) E[T[f]] = E[f] for every f € L> ().

1m verifies that

/Q Pot (2, A)m (do) = m (A) (D.1)



Exemple 21 Because of normalisation, Q is generally taken to [0,1]. We consider below some examples of
Markov operators when f € L* ([0, 1]).

— We define T [f] in the following way

T[f](z) = fy) dy (D.3)

[0,1]
If f > 0, it comes that T[f](z) > 0. We verify that T [1 = f01 dy = 1. Moreover, we have
E[T[f]] = f[o,” f[o,l] fy) dydx = f[o 1 y) dy = E[f]. We conclude that T defined by the expression

(D.3) is a Markov operator.
— Let us now consider a more complicated example

B 2¢ (1 — z + xy)
T = [ T )y 0.4

We can verify that % > 0 for every (x,y) in [0,1]>, and so we conclude that T [f] (z) > 0. We

remark that

B 2z (1 — x4+ zy)
R T
y? 1
@y’
= 1 (D.5)
and
(1—z+zy)
E|T = dyd
Q) ]/ +y_my) 20T f ) dyda
1
= / (y) dy
[0,1] x+y—:ry) 0
= f(y)
[0,1]
= E[f] (D.6)
T defined by (D.4) is a Markov operator too.
- We take now
T@ = [ wtr)dy (D.7)
[0,1]

We can check easily the positivity of T. However, T is not a Markov operator because we have T [1] (x) =
%x # 1. If we take now

T(f] (@) = / L2t ay (D)

the two first properties are verified. However, the third property fails because E [T [f]] = fo 1) 3y 2f (y) dy #
E[f].

We have to note that if this definition is due to BROWN [1966], some authors have before studied such

linear operators. For example, RYFF [1963] gives a representation of doubly stochastic operators based on

doubly stochastic measures. In 1937, Kantorovitch and Vulich showed that the general form of operators which
transforms L' (]0,1]) into L* ([0, 1]) is given by?

1
- [ Kewrwa (0.9)

2Theorem 12, p. 139.
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where K is L! ([0, 1]2) measurable and satisfies :
(d) K(0,y) =0;
(e) esssupV [K (z,y)] = C < +oo — V [K (x,y)] is the total variation of K;
y

(f) 2 — fol K (z,9) f (y) dy is absolutely continuous for every f € L' ([0, 1]).

John Ryff [25] shows that the operator T is doubly stochastic if K verifies the following properties :

1
(8) Jo K(z,y) dy=z;
(h) 21 < x2 implies K (z1,y) < K (22,9);
(i) K(1,y) =1.
By collecting these properties, Ryff establishes the following representation theorem :

Theorem 2 (Ryff’s representation theorem [1963, p. 1383]) A linear transformation T :L'([0,1]) —
L' ([0,1]) 4s doubly stochastic if and only if T admits a representation (D.9) where the kernel K is measu-
rable and satisfies (d)-(i).

Remark 1 As we will see later, the definitions of Brown and Ryff coincide. This is not a surprise, because if
we note T the set of all Markov operators “I may be identified with the set of all doubly stochastic measures”
(Brown, [1966], p. 13).

If we compare formulas (D.2) and (D.9), we have the following relationship
9. K (z,y) dy = Py (z,dy) (D.10)

Let us define k (x,y) = 9, K (z,y). We can then interpret K as a distribution function and k is its density.

D.2 The isomorphism of Olsen, Darsow and Nguyen

The relationship between Markov operator T and 2-copula functions C is given by the following two lemmas :

Lemma 1 (Olsen, Darsow and Nguyen [1996, lemma 2.1, p. 249]) For a copula C, the operator defi-
ned by

1
@) =5 [ 8CEw @) d (D.11)
is a Markov operator on L™ ([0, 1]).

Lemma 2 (Olsen, Darsow and Nguyen [1996, lemma 2.2, p. 251]) Let T be a Markov operator on L ([0, 1]).
The two place function defined by

C(z,y) = / T [l[o)y]] (s) ds (D.12)
0
18 a 2-copula.

Example 1 We take the previous Markov operators of Example 21 and define the corresponding copulas.

— We have

T 1
C(z,y = /o/ol[o’y]dtds
Y

= Cl(z,9) (D.13)
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— For the second Markov operator, it comes that

25 (1 —
C(zy) = // s s+5t)1[oy]dtds

s—i-t
Y2s(1— t
_ // s( S+8)dtd
s+t—st
_ /7&
o (y+t—uyt)’
Ty
= — D.14
(x+y—xy) (D-14)

This is the Gumbel Logistic copula.

— If T [f] is defined by the equation (D.7) — T is not a Markov operator — we obtain C (x,y) fo fo st?dtds =
L2293 which is is not a copula®. In the case of the operator (D.8), we have C (x,y) fo fou L2dtds = x93
which is not a copula too*.

The two previous lemmas can be easily understood if we think Markov operators as doubly stochastic
operators and 2-copulas as doubly stochastic measures. And the relationship between 2-copulas and
Markov operators can be strengthened by the isomorphism of OLSEN, DARSOW and NGUYEN [1996]. But before
presenting the main theorem of [23], we need some definitions. The multiplication product of copulas have been
defined by DARSOW, NGUYEN and OLSEN [1992] in the following manner

12

— 1
(y) — (D.15)

CyxCy) (z,y) = fol 02Cy (z,5) 01C2 (s,y) ds

The transposition of copula corresponds to the mapping function CT (z,y) = C (y,z). The adjoint T of the
Markov operator T is the operator such that we verify that (BROWN [1966])

/[0 A@TEIEmE) = [ pET A @m ) (D.16)

[0,1]

In terms of copulas, we have

T' [f] (z) = diy/o A C(z,y) f(z) dz (D.17)

Let us introduce the notation T (C) which gives the Markov operator from the given copula C. We may now
present the isomorphism of Olsen, Darsow and Nguyen [23] :

Theorem 3 (Olsen, Darsow and Nguyen [1996, theorem 2.1, p. 253]) The correspondence C — T (C)
is an isomorphism of the set T of Markov operators on L™ ([0, 1]), under composition, and the set C of copulas,
under the x product. That is T (C) is one-to-one and onto and

1. T<Cl * CQ> = T<Cl> OT(CQ>,‘
2. TAC1+(1—=X)Co)=AT{(Cy1)+ (1 —A)T(Cs);
3. T(CT) =TT (C).

Before discussing of applications of this isomorphism theorem in the next paragraphs, we do two remarks about
the characterization of Ryff.

Remark 2 Note that Olsen, Darsow and Nguyen use implicitely the characterization of Brown. In the case of
the Ryff’s characterization, we have

C(z,y) = /OyK (z,s) ds (D.18)

3We have C (1,1) = + # 1
4We have C (1,y) =
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and of course
K (z,y) = 0:C (2,y) (D.19)

OLSEN, DARSOW and NGUYEN [1996] note that “Ryff did not obtain (but easily could have obtained) the law of
composition of Markov operators implied by this characterization”. However, we can find this law of composition
already in FOGUEL [1969]. Let T (K) be the Markov operator with kernel K. He showed that T (K1) o T (Ka)
is a Markov operator with kernel K = K *x Ko defined by

K (z,y) := (K; *Ks) (z,y) = - K (z,8) Ky (s,y) ds (D.20)

Like the x product of copulas, “the % product of stochastic kernels is just a generalization of matrix multiplica-
tion” (LASOTA and MACKEY [1994]). The isomorphism between the set T of Markov operators and the set K
of stochastic kernels is then straightforward.

Remark 3 We assume now that C and K are absolutely continuous with respect to Lebesque’s measure. In this
case, we have

1
'r[f1cr>::JC ¢(z.) f (4) dy (D.21)

and

ﬂﬂm=AkWMNw® (D.22)

We deduce that k (z,y) = c(x,y). k is also the density of a bivariate uniform distribution and K is a conditional
probability distribution function in [0,1]. Note that properties (d)-(f) of Kantorovitch and Vulich and properties
(9)-(i) of Ryff can then be easily deduced from properties of 2-copulas.

D.3 The Markov algebra (C, %) and its extreme points

Most results of this paragraph are taken from the seminal article of DARSOW, NGUYEN and OLSEN [1992].
We begin by giving two definitions :

Definition 5 (Darsow, Nguyen and Olsen [1992, definition 5.1, p. 622]) A Markov algebra is a com-
pact convex subset of a real Banach space on which a product (x,y) — x+*y is defined which is associative, which
distributes over convex combinations, which is continuous in each place (but not necessarily jointly continuous),
and which possesses unit and null elements.

Definition 6 (Darsow, Nguyen and Olsen [1992, definition 5.2, p. 622]) A Markov algebra is symme-

tric if it possesses a continuous operation x — x| satisfying (IT)T =z, (az+ (1 —a) y)T =ar’' +(1-a)y"

and (zxy) =yTxal.

We collect here the main properties of the * product of copulas found in [7] :
1. the % product is right and left distributive over convex combinations;
2. the * product is continuous in each place;

3. the * product is associative;

4.

C+ is the null element
ctxCc=cCcxCct=cCt (D.23)
5. Ct is the identity element
Ct+xC=CxC"=C (D.24)

6. the * product is not commutative;
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7. the * product is not jointly continuous on C.
We can then prove the following theorem :

Theorem 4 (Darsow, Nguyen and Olsen [1992, theorem 5.1, p. 622]) The set C is a symmetric Mar-
kov algebra under x and T as previously defined. The unit and null elements are C+ and C™.

The study of the Markov algebra (C,*) can be useful to understand the topology of C. We will say that
CU (respectively CI7V) is a left (right) inverse of C if C-1«C = CT (C » C[7Y= C™). If the left and right
inverses exist for a given copula C, we have C(-1 = CI=1) = C~! and C~! is called the inverse of C. Invertible
elements of C play an important role because of the following theorem :

Theorem 5 (Darsow, Nguyen and Olsen [1992, theorem 7.2, p. 627]) Any element of C that possesses
a left or right inverse is extreme.

Example 2 [t is easy to show that inverse of CT is CT. CT is then an extreme copula. We recall that
C™ (z,y) = max (x +y — 1,0). It comes that 0;C~ (x,y) = 02C~ (x,y) = Lz4y—1>0]- We have

1
(07 * Ci) (x»y) = / 1[3:+s—120]1[s+y—120] ds
0

1

/ Lz 1-a)l[s>1-y ds
0

= l-min(l—-=z,1-y)

= min (z,y)

= C*(z,y) (D.25)

The lower Fréchet copula is extreme too. Nevertheless, we can remark that the product copula Ct is not extreme
because there does not exist a copula C in C such that C x C- = Ct. The proof is straightforward :

(C+CH) (z,y) = /320175)de

/82(3563

# min (z,y) (D.26)

We end this paragraph by some remarks :

Remark 4 OLSEN, DARSOW and NGUYEN [1996] have also remarked that every copula is the product of a right
invertible copula and a left invertible copula. To show this property, they used measure-preserving functions. Let B
denote the Borel c—algebra for [0,1]. We say that a measure function 7 : [0,1] — [0, 1] is measure-preserving
if m (171 (B)) = m(B) for every B in B (see [4], [23] or [31]). We note F the set of all measure-preserving
functions. We have then the following representation theorem®

Theorem 6 (Olsen, Darsow and Nguyen [1996, theorem 3.3, p. 257]) The two place function defined
by

Clriimy (ur,uz) = m (7 ([0,ua]) N7y ([0, ua])) (D.27)

is a copula. Furthermore, for any 2-copula C, there exist functions (T1,72) € F X F such that C = C., ).

Let us denote e the identity measure-preserving function. We have C ., 1,y = C7) oy * Cie 7y and C7 1y = Ct.
It comes that C;, ¢y and Ce 7,y are respectively right and left invertible. It then follows that every copula is the
product of a right invertible copula and a left invertible copula.

Remark 5 There are indeed a lot of extreme copulas other than CT and C~. However, it seems very difficult

to find extreme copulas other than constructed by geometric methods based on line segmentsS.

5see also VITALE [1996, theorem 1, p. 359).
6see however the counter-example of the section two of LOSERT [1992].
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Remark 6 The framework of DARSOW, NGUYEN and OLSEN [1992] is mot the only way to study extreme
points of C. For a review, you can read the survey of BENES and STEPAN [1991]. There are principally three
methods to ‘solve’ the problem”, which are closely related :

1. The most used method is based on measure-preserving functions. VITALE [1996] has shown that the Lin-
denstrauss condition® for extreme points of C is given by the following theorem :

Theorem 7 (Vitale [1996, theorem 3, p. 360]) The doubly stochastic measure realized by (11,72) €
F X F is extreme if and only if given any Borel-measurable function f such that E[|f (71 (U),m= (U))|] <
400 and € > 0, there are functions fi and fo such that

Eflf (n (U), 72 (U)) = f1 (1 (U)) = f2 (2 (U))]] < € (D.28)

2. The second method is based on graphs theory. This approach has been used for example by [5], [9] or [22].
It is based on ideas of linear programming theory and the characterization of loops in a tree.

3. The last method consists in characterizing the extreme Markov operators. If T is a measure-preserving
function, BROWN [1996] has shown that T [f] (z) = f (7 (x)) defines a Markov operator. Moreover, T is
an extreme point in T (see also Shifflet [28]).

D.4 Uniform convergence versus strong convergence

We have seen in Appendix B an example for which one can pass from stochastic dependence to complete
dependence in the natural sense of weak convergence. The general case has been studied by Vitale [29] and [30].
In particular, Vitale shows the following theorem :

Theorem 8 (Vitale [1991, theorem 1, p. 461]) Let U and V be two uniform variables. There is a sequence
of cyclic permutations Ty, Ts, ... , T, such that (U, T,U) converges in distribution to (U, V) as n — co.
The Vitale’s theorem lead us to two problems :

1. The first one concerns obviously the problem of multivariate uniform random generation. The theorem
says us that it can be performed using an appropriate complete dependence framework. To illustrate that,
we have generated 1000 random numbers from the distribution C+ with the cyclic permutation Thgo. In
figure D.1, U is generated with linear congruential generators whereas we use a deterministic sequence
in figure D.2. The first approach can be viewed as a Quasi-Monte Carlo method and we obtain a low
discrepancy sequence.

2. The second one concerns the mode of convergence, and so the question of approximations :

[...] with respect to uniform convergence, it is essentially impossible to distinguish between situations in
which one random variable completely determines another and a situation in which a pair of random
variables is independent (L1, MIKUSINSKI and TAYLOR [2000]).

The starting point of solving the second problem is the article of Li, Mikusiniski, Sherwood and Taylor [15]
presented at the third conference “Distributions with Given Marginals and Moments Problems” in Prague in
1996. They consider the problem of approximation of copulas. For that, they first define partition of unity :

Definition 7 {¢1,. ¢n} € L' ([0,1]) is called a partition of unity if it satifies the following statements :
1. ¢;(z)>0;
2 [y di(x)de=1;
330 @i (x) =1 for every x in [0,1].

Then, they show that partitions of unity can be used to approximate a copula :

Theorem 9 (Li, Mikusinski, Sherwood and Taylor [1997, p. 113-115]) Let {¢1... ¢} € L' ([0,1]) be
a partition of unity, C a copula function and PB,, (C) the two place function defined by

n n

P (C) () = 33" Ay (O) /0 " o () da /0 " 6: (1) dy (D.29)

i=1j=1

7As said by SCHWEIZER [1991], “extreme points of C is a still wide open problem”.
8see theorem 1 of [19].
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where A; ; (C) =C (1 l) -C (ifl,%) -C (%, %) +C (ﬂ, E) Then B, (C) is a copula and we have

n n

%, (C) = C (D.30)

However, the mode of convergence used here is not the uniform convergence. It is the strong convergence,
which is defined as the strong convergence of corresponding Markov operators. As mentionned by Li, Mikusinski,
Sherwood and Taylor [15], this convergence is stronger than the uniform convergence, because it does not lead
to the previous paradox. The original definition of the strong convergence of copulas is the following :

Definition 8 (Li, Mikusinski and Taylor [1998]) Let {C,} and C be copulas. Then we say C,, converges
to C strongly if the corresponding Markov operator T (C,,) in the strong operator topology in L', that is

1

lim [ [T(C,)[f](x) - T(C)[f] ()| do =0 (D.31)

n—oo 0

for every f in L' (]0,1]).

Note finally that Li, Mikusiriski, Sherwood and Taylor [15] and Kulpa [13] provide different approximation
schemes which are tractable for applications :

1. The Bernstein approximation is defined by

B, () (10) = 33" Bi (1) By (0)C (1 i) (D.32)

n

n) xi (1 _ x)n—i ;

where B; ,, (z) = (z

2. The Checkerboard approximation corresponds to

€, (O 0.0) = 335805 (©) [ ) do [ i ) (D.33)

i=1j=1

where x;  is the characteristic function of the interval [% i] ;

'
3. The Tent approximation %, (C) (u, v), like the two others, is a special case of approximation with partitions
. . ) + . +
of unity with ¢;, (z) = (1 — [nz —i+1|)", ¢1n (@) = (min (1,3 —nx)) " and ¢npn () = ¢1,n (1 — 2).
To finish this paragraph, we do two remarks :

Remark 7 In the original definition, strong convergence is defined in L. Li, Mikusiriski and Taylor [18] have
extended it to the case of p-strong convergence in LP. However, they shown that “p-strong convergence is equi-
valent in measure for all p, thus one need not specify p when discussing strong convergence”.

Remark 8 Li, Mikusiriski and Taylor [17] provide a surprising use of strong convergence to show that

f (Cl) d02 = / f (u) du —/ 8f (Cl) dgCl d102 (D34)
12 I 12

where f is a continuous differenciable function, and Cy and Cq two copula functions.
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Annexe E

Copulas and markov processes

E.1 The Chapman-Kolmogorov equation and the % product
If we consider the original construction of Markov operators by Brown [1], we may imagine that copulas are

related to Markov processes in a very simple way. Let X = {X;, F;;t > 0} be a Markov process. The stochastic
transition function P, (x,.A) is equal to Pr{X, € A| X, = x}. Let T be the following Markov operator :

T @) = [ 70 P (o) (B.1)

We know that T g o Ty, is a Markov operator. So, there exists a stochastic transition function P* (see the
remark of BROWN [1966] page 15 and the theorem 9.4 of DOOB [1953]) such that

(TooTo) @) = [ 76 P (o) (E2)
Moreover, we have
(ToroTod @) = [ Tos 1) Poo .0
= [ ] Poi o) Pro (o) (E3)

We deduce that the stochastic transition function P of T, g0 Ty, is equal to fQ Ps g (z,dy) Pp+ (y,dw). Because
of the Chapman-Kolmogorov equation, we have the following relationship

Py (2, A) = (Psg* Ppy) (z,A) = /QPs,a (z,dy) Py (y,A)
= P*(z,A) (E4)
In terms of Markov operators, we have
T (Ps,t) = T (P50 Ppt) =T (Psp) o T (Poy) (E.5)

Let us define C ¢ as the copula of the random variables X, and X; of the Markov process X = {X;, F;t > 0}.
The equation (E.5) becomes

T <Cs,t> =T <CS’9 * Cg’t> =T <Cs,9> oT <Cg’t> (EG)

The link between Markov processes and copulas (or the link between the Chapman-Kolmogorov equation and
the product of copulas) is then established.



Theorem 10 (Darsow, Nguyen and Olsen [1992, theorem 3.2, p. 612]) Let X = {X;, F:;t > 0} be a
stochastic process and let C,; denote the copula of the random variables X, and X.. Then the following are
equivalent :

(1) The transition probabilities Ps, (x, A) = Pr{X, € A| X; = z} satisfy the Chapman-Kolmogorov equation
Pus (@)= [ Pua (.9) Pas (0.4 (E7)
for all s < 0 <t and almost all x € R.
(ii) For all s <0 <,

Cs,t = CS,O * CG,t (E8)

We recall that Darsow, Nguyen and Olsen [2] did not obtain this theorem using Markov operators. Indeed,
their starting point is the fact that a Markov process verify that

E[XtEA‘fs]:E[XtG.A|X3:.T] (Eg)

Let Q = [0, 1]. If we set A = [0, &], we obtain

Elix,<g | Fs] = E[lix,<gl|Xs=2]
= PI'{XtS£|X9:1‘}
= 01C;; (2, (E.10)

Another form of the Chapman-Kolmogorov equation is (equation 6.16 of DOOB [1953]) :

Pr{X, e A|F} =E[Pr{X, € A| Fp} | F§] (E.11)
with s < 6 < t. Using the equations (E.7), (E.10) and (E.11), we obtain (see DARSOW, NGUYEN and OLSEN
[1992] page 612) :

1
01Cs ¢ (2,8) = 01Cs0 (z,dy) 01Co ¢ (y,6)

0

'1d
/0 |:d:cCs,9 (:E7 dy):| aICQ,t (ya 5)

'rd
|| eeCuo e as] arcoc )
9, (Cug Co) (2,6) (E.12)

Let consider the example of the standard brownian motion W;. The stochastic transition function is

Py (z,(—00,y]) =@ (%) (E.13)
and the distribution of W, is F; (y) = @ (y/v/t). By definition of the conditional distribution
Py (w,(=00,y]) = 01Cy ¢ (Fs (), Fi () (E.14)
it comes that
CoFu (@) Fily) = [ @ ( y;_z) aF, (2) (E.15)

With the change of variables u; = F; (2), ug = F; (y) and u = F; (z), we obtain

Ca (u1, uz) /()m@(\/iq)l (“m o (“)) du (E.16)

N
e
\
B
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Theorem 11 The Brownian copula Cs,; is a Normal copula with parameter vVt='s.

Proof. The usual expression of the Normal copula with parameter p is
C (u1,up;p) = @ (7' (u1), 2" (u2);p) (E.17)

To prove the theorem, we need however another expression of this copula. Let X; and X5 be two random
variables which are jointly normal distributed with correlation p. Let X be a normal-distributed random variable
independent of X; and X5. We have

(w1, 20;p) = Pr{X; <z, Xo <20}

E [Pr {X1 <z, pXi + V1 - pPX <o | XlH

= /QE1 d <x2 — o > ¢ (z) dz (E.18)
—oo 1—p2?

The expression of the Normal copula is then

@71(U1) @—1 _

C (uy,uz;p) = ) 7@2) pr
P 2
—o0 1-p

(E.19)

Il
h
£
A
VR
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e

By identifying the parameter p, we obtain the desired result. m

E.2 The Markov property and the x product

The Chapman-Kolmogorov equation is a necessary but not a sufficient condition for a Markov process. Darsow,
Nguyen and Olsen consider then a generalization of the * product which is denoted * :

IS TRER 0,1

[7 } - [7 } un

(ul,... ;UN1+N2—1> — (Cl*CQ) (u):fo 18N101 (ul,... ,uNl_l,u)&Cg (U;UN1+17-~- 7UN1+N2—1) du
(E.20)

where C; and C, are two copulas of dimension N7 and N,. They also prove the following theorem :

Theorem 12 Let X = {Xy, F;;t > 0} be a stochastic process. Let Cy, .. ¢y denote the copula of the random
variables (Xi,, ..., Xty). X is a Markov process iff for all positive integers N and for all (t1,... ,tn) satisfying
ty, < thrl

Ctl,... AN — Ct1,t2 koo k Ctvntn+l

*...*CthlytN (E21)

This condition could be written in another form. We have

uy Uz uUN N-1 N
Coyoty (w1, un) = / / / H N ,2C1, b0 (Vn, Unt1) H dop, (E.22)
0 0 0 n=1 n=1

The density of the Markov copula is also
N—-1
O1,.. NCiy,...tn (U1,u2,... ,uy) = H 012C¢, 1 (Un, Ung1) (E.23)

n=1

The copula approach is a new method to construct Markov processes :

In the conventional approach, one specifies a Markov process by giving the initial distribution and
a family of transition probabilities Ps, (x,A) satisfying the Chapman-Kolmogorov equations. In
our approach, one specifies a Markov process by giving all of the marginal distributions and a
family of 2-copulas satistying (E.8). Ours is accordingly an alternative approach to the study of
Markov processes which is different in principle from the conventional one. Holding the transition
probabilities of a Markov process fixed and varying the initial distribution necessarily varies all
of the marginal distributions, but holding the copulas of the process fixed and varying the initial
distribution does not affect any other marginal distribution (DARSOW, NGUYEN and OLSEN [1992]).
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E.3 Properties of some Markov copulas

E.3.1 The Brownian copula
We have the following properties :

1. The Brownian copula family is bounded
Ct<C,;<C*

2. The Brownian copula is symmetric.
3. We have Cyp; = C+, C4 oo = C* and C;; = C+.

4. Tt is not invariant by time translation :
Cst # Corippr (E.24)
5. It has the following scaling property (DARsow and OLSEN [1995]) :
Cst = Cas,at (E.25)

where a € RT\ {0}.

6. Let U; and Us be two independent uniform variables. Then, the copula of the random variables
(Ul, o (\/t_ls<1>_1 (Uy) +t7 V12 — 5291 (Ug))) is the Brownian copula Cj ;.

7. The Markov copula of a geometric brownian motion is the Brownian copula.

E.3.2  The Ornstein-Uhlenbeck copula

Definition 9 An Ornstein-Uhlenbeck process corresponds to the following SDE representation

dX (t) = a(b—X () dt+odW (t) (E.26)
XO = o ’
Using Ito calculus, we may show that the diffusion process representation is
t
X (t) =20 ™ +b(1—e ™)+ a/ = AW (9) (E.27)
0
By definition of the stochastic integral, it comes that the distribution Fy (z) is
—at —at
x — xoe " +b(1—e )
F,(x) =9 E.28
@) ( v (E.28)
Theorem 13 The Ornstein-Uhlenbeck copula is
b h(0,s,t) @t —h(0 o1
Cs . (u17u2) _ / d ( )y Ss ) (UQ) ( y S5 S) (U) du (E29)
’ 0 h(s,s,t)
with
h(to, s,t) = V/e2alt=s) — ¢=2a(s—to) (E.30)
This is the Normal copula with parameter e=*(t=%) (1 — 6*2“5)% (1- 6*2‘”)7%.
Proof. We have
_ —a(t—s) _ ,—a(t—s)
Yy — xe +b(l—e
Re,t (‘ra (7007y]) =0 E — ) (Egl)
—9_\/1 — e—2a(t—s)
V2a
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It comes then

Cos (F. ) Fi () = |

— 00

T o <y _ Ze—a(t—s) +b (1 _ e—a(t—s))

dFy (= E.32
e ) (2) (E.32)

Using the change of variables u; = Fg (2), up = F; (y) and u = F; (z), we have

y—ze ¥t = giemt _p (1—e )+ I \/1 - e2atgp! (ug) —

V2a
e alt=s) {xoe_as —-b (1 — e_as) + \;%\/ 1—e2asp~! (u)}
= —b (1 — e_a(t_s)) +

V1= 007! (ug) — e/ 1 = 2007 (u)] (E.33)

2a

5

We finally obtain

“ V1—e2atp—1 _e—alt=8) /T _ ¢—2asp—1
Ciyt (u1,uz) = / ® c (uz) — e : < ) qu (E.34)
0 = c2a(—)
]
We have the following properties :
1. The Ornstein-Uhlenbeck copula family is bounded
Ct<cC,;<CT
2. The Ornstein-Uhlenbeck copula is symmetric.
3. We have Cp; = C+, C5 oo = C* and C;; = C+.
4. Tt is not invariant by time translation :
Cs,t 7é Cs+r,t+r (E35)
5. It has not the scaling property :
Cs,t 7£ Cas,at (E36)

where o € R\ {0}.

6. Let Uy and Us; be two independent uniform variables. Then, the copula of the random variables

(Ul, i) <e“(t3) }:iizzt o (Uy) + 1/%@’1 (Ug))) is the Ornstein-Uhlenbeck copula Cg ;.

7. The Brownian copula is a special case of the Ornstein-Uhlenbeck copula with the limit function lim, o % (0, s,t) =

V.

E.3.3 The Relected Brownian copula

The reflected brownian motion is the homogeneous Markov process |W|. Its stochastic transition function is
(REVUZ and YOR [1999)) :

Pus(z,(0,y]) = @ (%) + @ (%) 1 (E.37)

Using the same method as that for the Brownian copula, we obtain for the Relected Brownian copula the following
expression :

uy
Co (ur,uz) = —ug -|-/ P

0

(Y g [ (L)

Vi—s Vi—s
(E.38)

Its properties are the following :
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1. The Relected Brownian copula family is bounded
ct<c,,<cCt

2. The Relected Brownian copula is symmetric.
3. We have Gy, = Ct, C; . = Ct and C;, = C*.

4. Tt is not invariant by time translation :
Cst # Csirar (E.39)
5. It has the scaling property :
Cst = Cas,at (E.40)

where a € RT\ {0}.

E.4 Backward and forward Kolmogorov equations

We consider an inhomogeneous Markov processes X which has the following SDE representation
dX: =b(t, Xy) dt + o (¢, Xy) AW, (E.41)
Let F; (x) be the probability distribution function of X;
Fi(x):=F(t,z) =Pr{X; <z} (E.42)

Y ={Y;=F(t,X;),F;t >0} is then an inhomogeneous Markov processes with

ay, OF (t,F; 1 (V) +0 (LF 1 (Y2) 0 F (F (V) + %oﬂ (tLF (V) 05 F (LFH(Yh) | dt

+o (tL,F;7 ' (V) 0.F (£, F; ' (Yy)) AW,

b(t,Y;) dt + 5 (,Y;) AW, (E.43)

Because F' is non-decreasing with respect to x, we have Cft = Cgtt and
8103; (ur,ug) = Pr{¥i<us|Y;<u}

u2
= / Ps,t (u1,u) du (E.44)
0

where ]5“ is the stochastic transition function of ¥ and p,; its density ]537,5 (u1,du) = sy (u1,u) du. P is the
semigroup of Y and we deduce that

oy (U1, u2) = 01 2C%, (U, uz) = Ps e (w1, uz) (E.45)

We know that p ; satisfy the backward Kolmogorov equation (KARATZAS and SHREVE [1991], p. 282). We finally
obtain

32

X
——5C
2 s, t
ouy

9
0s

[t

cift (u1,ug) = B(s,ul) —cit (u1,u) + =62 (s,u1) (u1,ug) (E.46)

3u1 2

for every fixed t € RT and uy € [0,1]. In the case of the forward Kolmogorov equation, for every fixed s € RT
and u; € [0, 1], we have

2

0 d T 1 .
acﬁft (u1,ug) = B b(t,usz) cﬁft (uq, uz)} + 3902 (62 (t, u2) cgft (u1,uz)] (E.47)

U2 5

For these two Kolmogorov equations, the boundary conditions are respectively ¢, (u1, u2) = 1 and ¢ (u1,uz) =
1.
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Example 3 For the Brownian copula, we have F (t,x) = ® (z/V/t). It comes that

- P-1
b(s,u1) = _¥¢ (@ (w)) (E.48)
and
B . q)il (’U,l)
o (S,Ul) = (725 <\/§> (E49)
The Brownian copula Cs; satisfy then the following PDE
1 O 1 (uy)\ 92 Ot (uy) _ 0
§¢2 <\/§) a—u%cs,t (uy,uz) — T(b (<I> ! (ul)) ou st (U1, u2) + 95t (ui,u2) =0 (E.50)

for every fized t € RT and us € [0,1].
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